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Correction du devoir maison n°2

Solution de ’exercice 1

1.

L’ensemble Z[v/2] est clairement inclus dans R.
L’élément 0 peut s’écrire 0 = 0 + 0 x /2 et est donc dans Z[/2].
De méme, 1 = 1+ 0v/2 est dans Z[v/2].
Soient z et y deux éléments de Z[v/2]. Par définition, il existe my, ny, ma et ny entiers
tels que = mq + n1v?2 et Yy =msy +n9v2. On a
T+y=mi+nv2+mo+nV2 = (m1+m2)+(n1+ng)\@e Z[\@]
—_—— ———
E€Z €Z
L’ensemble Z[v/2] est donc stable par +.

(e) On a également, avec les mémes notations,

zy = (m1 +n1vV2)(ma + n2v'2) = (mymg + 2n1ng) + (ming + many) V2 € Z[V2).

€Z E€Z

L’ensemble Z[v/2] est donc stable par x.
(f) L’inverse de z pour + est —x = —mj —n1v/2 = (—my) + (—n1) V2 et est donc bien un
N~ =

€L €Z
élément de Z[v/2].

Toutes ces petites propositions montrent bien que (Z[v/2],4, x) est un sous-anneau de
(R, +, %)

. L’existence découle immédiatement de la définition de Z[v/2], il s’agit de démontrer 'unicité

pour que dans la question suivante ¢ associe une unique image a chaque élément pour étre
bien définie. On consideére donc deux couples d’entiers (mq,n1), (m},n}) tels que

x:ml—l—nl\@:m'l—kn’l\/i

Alors
(m1 —mj) + (1 —nj)vV2=0. (1)

Si on suppose que n; # nj, alors

/_
V2="1""leq

ny —nj

ce qui est absurde. Donc n; = nf d’ou 'on déduit également par (1) que m; = mj. D’ou
Iunicité.



3. Montrons que ¢ est un morphisme d’anneau. Pour z = m; + n1v/2 et y = mo + ngv/2 deux
éléments de Z[/2],

d(z +y) = ¢((m1 +ma) + (n1 +n2)V?2)
= (m1 +mg) — (n1 +n2)V2
=m1—mV2+my —navV2=¢(z) + o(y).
d(zy) = d((myimg + 2n1n2) + (many + ming)v2)
= (myma + 2n1n9) — (Mony + ming)V2
= my(my — naV2) — n1v2(my — naV/2)
= (m1 — n1V2)(ma — naV2) = p(x)e(y).

Donc ¢ est bien un morphisme d’anneau. En réalité, si vous croisez la définition de mor-
phisme d’anneau, vous verrez qu’il faut vérifier également que ¢(1) = 1 (la propriété ¢(0) = 0
n’a pas besoin d’étre vérifiée car elle découle quant a elle des précédentes, sauriez-vous le
montrer 7). Ce n’était pas demandé ici mais vérifions bien que ¢(1) = 1.

Pp(1) = p(1+0v2) =1-0vV2 = 1.

Montrons maintenant que ¢ est une bijection. Deux facons, on montre que ¢ est injective
et surjective ou on exhibe directement la fonction réciproque. Détaillons les deux méthodes.
La fonction ¢ est injective, avec les mémes notations, si ¢(z) = ¢(y) alors m; —niv/2 = mg—
n2v/2 donc par la question précédente, m; = msg et —n; = —ny c’est-d-dire n; = ng. D’olt
x = y et I'injectivité. Pour la surjectivité, on voit que pour tout & = m; + niv2 € Z[\/i],

z = ¢(my —n1v'2)

Donc z est dans Iimage de ¢ et ce pour tout z € Z[v/2]. Donc ¢ est surjective. Seconde
solution, on remarque directement que ¢ est sa propre réciproque en effet pour tout z =

m1 +n1v2 € Z[V2),
¢ o d(z) = ¢(d(x)) = $(m1 —n1V2) = m1 +mV2 = .
Donc ¢ o ¢ =1d et ainsi ¢ est bijective et est sa propre réciproque.
4. Soit x = my +n1v2 € Z[v2]. On a
N(z) = zp(x) = (m1 +n1V2)(m1 —n1V2) = m? — 2n? € Z.
Donc N est bien & valeurs dans Z. De plus pour y € Z[v/2], on a
N(zy) = zy(zy) = 2y¢(z)d(y),

car ¢ est un morphisme pour la multiplication. Or la multiplication des réels est commutative
donc,

N(zy) = zp(x)yd(y) = N(z)N(y),
et N est aussi un morphisme pour la multiplication.
5. Si x est inversible (sous-entendu multiplicativement naturellement), il existe y dans Z[v/2]
tel que xy = 1. Donc par la propriété de morphisme,
N(z)N(y) = N(zy) = N(1) = 1¢(1) = 1

Or N(x) et N(y) sont deux éléments de Z, donc nécéssairement N(z) = N(y) = £1.
Réciproquement, si N(x) = +1 alors x¢(x) = +1 et donc x est inversible d’inverse +¢(x)
qui est bien, précisons-le, un élément de Z[v/2].



6.

Sans surprise, par la question précédente,
N(B+2V2)=(3+2vV2) x (3-2V2)=9-8=1.

De méme

N(=3+2V2) = (-3+2V2) x (-3 -2V2) =9 -8 =1.
Donc 3 + 2v/2 et —3 + 24/2 sont bien inversibles dans Z[ﬂ]

Solution de ’exercice 2

1.

On fixe a dans E. Montrons que -, est injective. Soient x et y deux éléments de E tels
que Yo () = v4(y) c’est-a-dire a * x = a * y. Donc par la condition 2, x = y et 7, est bien
injective ce qui nous donne d’apres le rappel que 7, est bijective.

. On en déduit notamment que -, est surjective. Ainsi a, qui est un élément de E, possede

un antécédent par v, : il existe e; dans F tel que v,(e1) = a, id est a x e; = a.

. Soit b € E, on multiplie la relation précédente par b : axeq *b = a*b. Puis par la condition

2, on peut simplifier a gauche par a et I’on obtient e; *x b = b. Il y a un gain énorme par
rapport a la question précédente. Juste au dessus nous avons construit a partir de a un
élément e qui vérifie la relation a *x ey = a uniquement pour a. Ici nous avons la relation
e1 * b = b pour n’importe quel b.

. Pour démontrer cette question, il fallait obtenir que pour tout b on a également b * e; = b.

Voici une solution possible. Exactement de la méme facon (par symétrie des hypotheses)
on montre également qu’il existe es € E tel que Vb € E, bx eg = b. 1l s’agit naturellement
de montrer que e; et es sont en réalité égaux. En prenant b = e; dans 1’égalité précédente
et b = ey dans I'égalité de la question précédente, on obtient d’une part que e; * ea = e
et d’autre part que e; * eg = eg. Ainsi, e1 = €1 * €3 = e9. En renotant e = e; = ey et en
rassemblant & nouveau les deux égalités e; x b = b et b *x es = b, on obtient que cet élément
vérifie pour tout b € E bk e =b= e xb et est donc bien '’élément neutre de (E, *).

. Il nous reste a montrer que chaque élément admet un inverse dans E. Fixons a nouveau a

dans E. Montrons que a posseéde un inverse. D’apres la surjectivité de ~,, il existe by € F
tel que 7,4(b1) = e clest-a-dire a * by = e. De méme on a l'existence de by dans E tel
que by * a = e. En multipliant la premiere égalité par by et la seconde par b; on obtient,
bo xax by = by xe = by et by x a*xb; = exby =by. Puisque les deux termes de gauche sont
identiques, on en déduit que bo = b;. En le renotant b et en reprenant les égalité précédentes,
on obtient bien que a * b = e = b x a. Donc a est inversible d’inverse b.

La loi de composition interne x pour E est associative, il existe un élément neutre et tout
élément possede un inverse dans E. L’ensemble (F, %) est donc bien un groupe.



