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Correction du Devoir Maison no 3

Solution de l’exercice 1
Dans C[X], la décomposition de F = X

(X−1)2(X+1)2(X−i)(X+i) est :

∃a, b, c, d, e, f ∈ C, F = a

X − 1 + b

(X − 1)2 + c

X + 1 + d

(X + 1)2 + e

X − i
+ f

X + i
.

La fraction F est impaire F (−X) = −F (X) dont on déduit que

−a
X + 1 + b

(X + 1)2 + −c
X − 1 + d

(X − 1)2 + −e
X + i

+ −f
X − i

= −a
X − 1 + −b

(X − 1)2 + −c
X + 1 + −d

(X + 1)2 + −e
X − i

+ −f
X + i

.

Donc par unicité de la décomposition en éléments simples,
a = c
b = −d
e = f.

(1)

De plus,
b = (X − 1)2F

∣∣∣
X=1

= X

(X + 1)2(X2 + 1)

∣∣∣∣
X=1

= 1
22 × 2 = 1

8 .

Donc par (1),
d = −1

8 .

De la même façon,

e = (X − i)F |X=i = X

(X2 − 1)2(X + i)

∣∣∣∣
X=i

= i

(−1− 1)2 × 2i = 1
8 .

Et donc, par (1),
f = 1

8 .

En prenant la limite de xF (x) quand x→ +∞, on obtient

0 = a+ 0 + c+ 0 + e+ f.

Par (1),
0 = 2a+ 2e.

Et puisque e = 1/8,
a = −1

8 .

Et par (1),
c = −1

8 .

Finalement, en rassemblant toutes les valeurs trouvées pour a, b, c, d, e, f ,

F = −1/8
X − 1 + 1/8

(X − 1)2 + −1/8
X + 1 + −1/8

(X + 1)2 + 1/8
X − i

+ 1/8
X + i

.



Solution de l’exercice 2

Question 1

Sans difficulté, la formule du cours est

det (A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
i=1

aσ(i),i.

Puisque pour tout σ ∈ Sn et tout i ∈ {1, . . . , n}, aσ(i),i ∈ Z (car par définition la matrice est
à coefficient dans Z) on en déduit que le produit

∏n
i=1 aσ(i),i ∈ Z. De plus, pour tout σ ∈ Sn,

la signature ε(σ) ∈ {−1, 1} ⊂ Z, dont on déduit que ε(σ)
∏n
i=1 aσ(i),i ∈ Z et on conclut que

det (A) ∈ Z.

Question 2

La matrice A est dans Mn(Z). Donc par la question 1, det (A) ∈ Z. De plus la matrice A est
inversible. Donc par définition, il existe une matrice A−1 ∈Mn (R) telle que AA−1 = In. Puisque
le déterminant du produit est le produit des déterminants,

det (A)× det
(
A−1

)
= det (In) = 1.

Et on redémontre la formule bien connue :

det
(
A−1

)
= 1

det (A) .

Or si A ∈ GLn(Z), par définition A−1 ∈ Mn(Z). Ainsi par la question 1, on sait également que
det

(
A−1) ∈ Z. Finalement det (A) est un élément de Z dont l’inverse (pour la multiplication) est

aussi dans Z. Nécessairement :
det (A) ∈ {−1, 1}.


