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Correction de 1’exercice 8 du TD 1
Calcul différentiel
Notion de différentielle, définitions, premieres propriétés

Exercice 8. Soit E = %4 ([0, 1],R) 'ensemble des fonctions de [0,1] dans R, dérivables, ayant
une dérivée continue et s’annulant en 0. Soit F' = ([0, 1], R) 'ensemble des fonctions continues
de [0,1] dans R muni de la norme uniforme, [|y||,, = supycp 1] [y(¢)], pour tout y € F.

1. Justifier que l'application N définie sur E par N(y) = |
sur L.

Y'|| o, pour tout y € E est une norme

2. Montrer que I'application suivante est €' sur E.

¢o: FEF —
y = o(y) =)+

Solution de ’exercice 8.

1. On commence par noter que N est bien définie sur % ([0, 1], R) car si y € €4 ([0, 1], R) alors
y' est continue et donc bornée et donc N (y) existe. Puis par linéarité de la dérivation et les
propriétés de la norme uniforme, il est facile de vérifier que

V(y1,92) € 65 ([0,1],R)?, N(yi +y2) < N(yn) + N(y2),

Vy € 6 ([0,1,R), VA€ R,  N(\y) = [A|N(y).
Montrons la « séparation » de N sur % ([0,1],R) : soit y € €5 ([0, 1], R) telle que N(y) = 0.
Alors, par définition de N, pour tout t € [0,1], 0 < |¢/(¢)] < N(y) = 0 et donc Vt € [0, 1]
y'(t) = 0. Par conséquent, on sait que y est une fonction constante sur [0,1] : il existe

k € R telle que pour tout t € [0,1], y(t) = k. Or par définition de € ([0, 1], R), on sait que
k = y(0) = 0 et donc pour tout ¢ € [0, 1], y(t) = 0, y est le vecteur nul de G4 ([0, 1], R).

2. Commengons par montrer que ¢ est différentiable sur E. Fixons y € E. Pour tout h € F,
on a :

dy+h) = ((y+h))’+ w+h)?= ) +20/0 + (1) +y* + 2yh + b2
= (/) + 2+ 20/'h + 2yh+ (W) + b2 (1)

é(y) Ly (h) RN (h)

Posons pour tout h € E, L,(h) = 2y’'h’ + 2yh. Montrons que L, est une application linéaire
continus de F dans F : L, € Z.(E,F). 1l est clair que L, est linéaire. Montrons que L,
est continue. Puisque L, est linéaire cela revient a montrer qu’il existe M > 0 telle que
pour tout h € E, |[Ly(h)||,, < MN(h) (rappelons que L,(h) € F' et que I'espace F est
muni de la norme ||, ). Soit h € E. On a par définition de L, pour tout t € [0,1],
Ly(h)(t) = 2y (t)W (t) + 2y(t)h(t). Donc

Ly(M)(®)] < 2[y' (O] [W'@®)] + 2[y@)] [R(6)] < 2N ()N () + 2 |yl 7]l -

Ces normes sont bien définies car y et h sont dans E et sont donc continues et de dérivées
continues. Ainsi

1Ly (M)l < 2N (y)N(h) + 2 [yl 17l - (2)



Tentons de majorer ||kl par N(h). Pour relier une fonction a sa dérivée c’est I'égalité
élémentaire suivante (vraie car h’ existe et est continue) :

vt € [0,1], +/ h'(s
Notons que h(0) =0 car h € E. Donc, pour tout ¢ € [0, 1]

()] = / W (s </0 yh’(s)|ds</0 N(h)ds:N(h)/O 1ds = N(h) x t < N(h).

On en déduit que pour tout h € F,

1l < N (h). (3)

Revenons a (2), par I'inégalité précédente,

[y (Moo < 2N(y)N(R) + 2 lylloo N(h) = 2 (N () + [[ylloc) N (R)-

Ceci étant vrai pour tout h € E, on obtient que L, est bien continue et de plus :
1Lyl ¢y < 2(N () + llyllo) - (4)

Posons maintenant pour tout h € E \ {0}, e(h) = (h;\),(J“)h Pour tout h € E \ {0} et tout
t €[0,1], on a

(B)? (t) + h2(t) _ N(h)*+ b3
h)(t)] = < S
(Pl N(h) N(h)
Donc en passant a la borne supérieure et par (3),

N(h)? + N(h)*
Iet)loe < =

_)

Finalement par la décomposition (1), la linéarité et la continuité de L, et le fait que
limy, ,0e(h) = 0 on en déduit que ¢ est différentiable en y et que :

Vh e F, dyd(h) = Ly(h) = 2y'h + 2yh.
Ceci étant vrai pour tout y € F, on en déduit que ¢ est différentiable sur E. Montrons que
¢ est €1, c’est-a-dire que I'application de E dans .Z.(E, F) définie par y — dy¢ est continue

sur E. Il nous faut donc montrer que ||dy,+y¢ — dyOngiﬂc(E p — 0 lorsque y — 0. On a,
pour tout h € E :

dyo+yd(h) — dyyd(h) =2 (yo +y)' ' + 2 (yo + y) h — 2yoh’ — 2yoh = 2y'h' + 2yh.

On observe donc que dyyy,¢(h) — dy,¢ = dy¢. Par conséquent,

ldyo+y9 — dyo¢||,sfc(E,F) = ”dyﬁbH,s,ﬂC(E,F) = HLyH;,ﬂC(E,F)
En utilisant (4), on en déduit que

ldyo+y® = dyoll .5,y < 2 (N (Y) + [[lloo)

Or par (3),
[ dyo+y® — dyo¢HgC(E7F) < AN(y).
Finalement :
il_r% [dyo+y® — dyoqugC(E,F) N%lm | dyot+y9 — d OQSHD%(E F) = =0

et on a montré que ¢ est ¢'. En réalité on a vu au passage que y — dy¢ est linéaire et
continue. On peut donc en déduire que y — dy¢ est différentiable et méme €1 cest-a-dire
que ¢ est €2. Peut-on espérer mieux ?



