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Feuille de TD 6
Séries entiéres
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Exercice 1. Pour a > 0 déterminer le rayon de convergence de la série entiere ), -, ln(dzlw

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ), - nVizm,

Exercice 3. Déterminer le rayon de la série entiere ), -, a,2™ ou pour tout n > 1, a, est la
somme de tous les diviseurs de n.

n

Exercice 4. On considére la série entiere -, -1 527

1. Déterminer son rayon de convergence R.

2. Pour z = R et z = —R la série converge-t-elle ?
3. Pour z € R tel que |z| < R calculer, en distinguant les cas x > 0 et z < 0, la somme
vt "
S($) - ngi 21f+1 .

Exercice 5. Pour F' € C(X) une fraction rationnelle, non identiquement nulle F' # 0, et >, a, 2"
une série entiere dont on note R le rayon de convergence, montrer que la série entiere >, a,F'(n)z"
possede le méme rayon de convergence R.

Exercice 6.
sin(a)

m, pour « S R fixé.

1. Développer en série entiére en 0 la fonction g(x) =

2. En déduire le développement en série entiere en 0 de la fonction f(z) = arctan (%),

pour o € R fixé.

Exercice 7. On considere la série de fonctions ), - Uy, ot pour tout n, U, est la fonction définie
sur R par Uy, (z) = (x + 2?)™.

1. Etudier le domaine de convergence noté % de la série ), Un. On note U la fonction limite.
2. Montrer que pour tout x € Z, on a
“+o0o
20+ 1
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n=0

3. Montrer que U est développable en série entiere en 0.

Exercice 8. On consideére la série entiere ), a,z™ ot la suite (an),cy est définie par ag = 0,
a1 = 1 et par récurrence, pour tout n > 0, ap412 = uan41 + va,, avec u et v deux réels positifs.

1. Justifier que la série entiere possede un rayon de convergence strictement positif.

__ \\t+oo

2. Calculer au voisinage de 0 la somme totale, S(z) = Y20 apa™.

3. En déduire pour tout n > 0, a, en fonction de n.



Exercice 9. Soit (uy),cy la suite définie par récurrence par ug = u; = 1 et pour tout n > 0,
Upio = Upt1 + %ﬁun Le but est de déterminer u,, sous forme d’une somme > ;. ...

- s a2 . .
1. Montrer que la série entiere ), oy un$5 possede un rayon de convergence R strictement
positif.

+o00 znt2
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2. On définit alors pour tout |z| < R, la fonction somme g(z) := >
vérifie I'équation différentielle ¢'(z)(1 — z) = 2zg(z) + x.

Montrer que g

3. En déduire g puis u, sous forme d’une somme finie.

Exercice 10. Développer en série entiére en 0 la fonction f(z) = ch(2z) cos(2x) en utilisant une
équation différentielle d’ordre 4.

Exercice 11. Développer en série entiére en 0 la fonction f(z) = sin?(z) sh?(z).

Exercice 12. On considere 1’équation différentielle suivante

(B)  day’(z) + 2y (z) —y(z) =0,

d’inconnue une fonction y deux fois dérivable sur I un intervalle de R.
1. Déterminer I’ensemble des solutions de (E) développables en série entiére en 0.
2. Par le changement de variable x = t2, résoudre (E) sur I =]0, +oo|.
3. Résoudre de fagon similaire (E) sur I =] — 00, 0].

4. Quelles sont les solutions de (E) sur R?

Exercice 13. On considére J la fonction suivante :

Vo € R, J(z) = 2 /5 cos (zsin(t)) dt.
0

™

[

. Justifier que J est de classe €2 sur R.

[\)

. Montrer que pour tout = € R,

jus
2

x cos®(t) cos (zsin(t)) dt

/2 sin(t) sin (z sin(t)) dt = /

0 0

3. En déduire que J est solution de I’équation différentielle
xJ"+J +xJ =0.

4. Montrer que J est développable en série entiere en 0 et calculer son développement.



