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Chapitre X : Les Matrices

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C.

I Généralités
I.1 Définition

— )

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, on appelle matrice toute famille de n x p éléments de K : (a;;)ie[1;n]
JE€L;p]

que l'on ordonne sous forme de tableau de la fagon suivante :

a1l ai,2 500 ai,; 000 al,p—1 ai,p
az,1 az.2 ce az j e az p—1 az.p
a; 1 a; 2 000 Qj, 5 000 Qi p—1 Qi p
ap—1,1 an—-12 ... Gp-145 ... QAn-1p—1 GAn—1,p
an,1 An,2 000 Qn,j 000 Qn,p—1 Qn,p

L’ensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K est noté ., , (K).

\ J

Remarque 1 :
e La place des coefficients dans le tableau a son importance. Si vous échanger la place de deux coefficients vous

définissez une nouvelle matrice. Par exemple sin =p=2on a <1 2) #+ (3 2).

3 4 1 4
e De facon générale, si A = (a; )ic[1:n] € Mnp (K) et B = (bij)ieqiin] € #n,p (K) alors
jeltp] Jeltpl

A=B & V(i,j) € [1;n] x [1;p], as; =

9"

Soient n,p € N* et A = (a;,5)1<i<n € n,p (K).
1<y<p

e Si pour tout (i, j) € [1;n] x [1;p], a;; = 0, alors la matrice A est appelée la matrice nulle notée 0,, ,, ou 0.

e Sin =1, on dit que A est une matrice ligne ou encore un vecteur ligne.

e Sip =1, on dit que A est une matrice colonne ou encore un vecteur colonne.

e On appelle ligne j ou 5°™¢ ligne de A le vecteur ligne (ai,l . ai,p).
ai,j

e On appelle colonne j ou j™¢ colonne de A le vecteur colonne
Qn,j
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Soient n,p € N*, A = (a; j)1<i<n €t B = (b; j)1<i<n deux éléments de 4, , (K) et A € K.
1<5<p 1<j<p
e On définit I’addition + entre deux matrices par
A+ B = (aij)igi<n + (bij)igicn = (ai; + bij)igicn -
1<ji<p 1<j<p 1<j<p
a1 ... OG1p b1’1 b17p ai,1 —|—b1’1 al,p—i—bl’p
A+B=| )+ )= : :
ap1 .- Qn,p bn,l ‘e bn,p Gn,1 + bn,l PN Qn,p + bmp
e On définit la multiplication d’une matrice par un scalaire A € K par
ANA=A- X=X (aij)i<i<n = (Aaij)i<i<n -
1<j<p 1<j<p
i.e.
ari .- a1,p /\CL171 000 )\(11773
ANA=A = :
Gp1 - Gnp Aapi oo AGnyp
Exemple 2 :

.(1/2 -1/3 1 1+i>+(1/2 1/3 0 i)_(l 0 1 1+2¢)
i 2—4i 0 8 0 -1 3 v2/ i 2-2i 3 8+2

-1 6 0 5 -30 0
e 5(v3 -2 1 = -5V/3 10 -5
3 1 -1/3 -15 -5 5/3

Remarques 3 :
e Attention! On ne peut additionner ensemble que deux matrices de méme taille.
e L’addition est commutative pour A et B deux matrices de méme taille : A+ B = B + A.

e L’addition est associative pour A, B et C trois matrices de méme taille (A4 B) + C = A(B + C) et 'on peut
se passer des parentheses et écrire A+ B + C.

La multiplication externe est distributive pour A € Ket A,B € 4, , (K), \(A+B)=XA+ \B.
Pour tout entier k € N et tout A € A, , (K), kA=A+---+ A.
[ —

k fois
o Pour tout A € 4, , (K) et tout A€ K,ona A+0,, =Aet A0y, =0, p.

— )

Soient (n,r,p) € (N*)*, A = (aij)iciscn € Mum (K), B = (bij)ici<r € Mmp(K). On définit le produit
1<j<sr 1<j<p
matriciel AB comme étant la matrice C = (¢; j)1<is<n € Ay p (K) définie par
1<j<p

V(’L,]) S ﬂl,n]] X [[1;]9]], Cij = Zai,kbk]—.
k=1

\ J

Remarque 4 : On ne peut multiplier AB que si r = le nombre de colonnes de A = le nombre de lignes de B. On
obtient alors une matrice C' = AB avec un nombre de lignes = n = nombre de lignes de A et avec un nombre de
colonnes = p = nombre de colonnes de B. Notamment, avec les notations de la définition, si n # p, on ne peut pas
définir BA.
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’ B : r lignes p colonnes ‘

1 Cij Cip
@ GlD @ Ci1 Cip
[07°% ] ‘e Ank . App Cnl N Cnj N Cnp
’ A :nlignes r colonnes‘ ’ C = A x B : n lignes p colonnes
Exemple 5 : Retrouver les calculs suivants :
. (l—i—i -1 1> 2__2i o _<—1—i 1+2¢>
0 2t 3 3 3 11 + 44 93
o 2 3\ (1O (s |
2. 1 o0 1 (1) 1 =19 1 3. (1 2 3 4) L= (10)
2 =2 3 5 1 1
1 1 2 3 4 10 1 -1 1
0 0 00 O 0 2 3
4. 1 (t 23 4) “l1 2 3 4 > (1) 1 1 0 1)
0 0 00 O 2 -2 3
Application : écriture matriciel d’un systéme
aril .- ai,p Z1
Si A= : € Mpp(K)etsi X = est un vecteur colonne, alors le produit AX est donné par
an’l e Cme Ip
a1 ai,p a1,1T1 + -+ 01Ty
AX =21C1 + -+ 2,0y =11 +- 4+, = :
Qn,1 An,p Gn, 121 + -+ GnpTp
Ainsi le systéme d’équations d’inconnues 1, ..., z, avec (a@j)(i Deln]x[1p] € (bi)1cicn fixés :

a1, 121 —+ ... a1pTp = bl
(5) :

An1%1 + ... Gy pTp = by
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s’écrit
by
() & AX =B, ot B=| :
bn
3z — 8y =2
Exemple 6 : Le systeme (5) : =8y = V2 s’écrit
Tr+ 7y =0

G D0)-()
~ Propositon 15 «

Soient n, r et p trois entiers naturels non nuls.

e Le produit matriciel est bilinéaire :
VA e My, (K), VB1,Bs € My, (K), VA, u €K, AABy+ pB2)=AAB; + pABs.
De méme,
VA, Ay € My, (K), VB € My (K), VA peK, (MNAL+ pAs) B=XA1B + pAsB.
e Le produit matriciel est associatif :
VAe My, (K), VB € My q(K), VC € My, (K), (AB)C = A(BC)=ABC.
o L’élément 0 est absorbant :

VA e M, (K), VB € A, (K), A0.,=0,,=0,,B.

\. J

Attention, on rappelle que si AB existe, alors BA n’est pas forcément défini et méme si c’est le cas, nous avons en
général AB # BA.

1.2 L’anneau des matrices carrées

— )

Sin = p e N* on note &, (K) = A, (K) I'ensemble des matrices dites carrées c’est-a-dire pour lesquelles le
nombre de lignes coincide avec le nombre de colonnes.

Soit n € N*. On appelle matrice identité, notée I,,, la matrice définie par I,, = (d; ), , j<n € AMn (K) ou ¢ et le

symbole de Kronecker :
lsii=j
Sig=13- "
0siiz#j

Autrement dit :

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1

,
\.




~
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e L’ensemble ., (K) est stable addition, multiplication externe (par un scalaire A € K) et multiplication
interne (de deux matrices). Pour tout (A, B) € .#, (K)* et tout A € K, on a A+ B,AA et AB € .#, (K).

e La matrice I, est I’élément neutre pour la multiplication :
VA e A, (K), AL, =I,A=A.

e Le produit n’est pas commutatif. Dans ’ensemble ., (K) il est toujours possible de définir AB et BA pour
tout (A,b) € (A, (K))*. Cependant en général AB # BA !l
e L’ensemble des matrices ., (K) n’est pas integre. La phrase suivante est FAUSSE :

V(A,B) € (#, (K))>, AB=0, = A=0,ouB=0,,
autrement dit I'assertion suivante est vraie :

3(A, B) € (M, (K)\ {0,})?, tel que AB = 0,,

ou encore le produit de deux matrices peut étre nul sans qu’aucune des deux matrices ne soit nulle.

\. J

Remarque 7 : Du fait des bonnes propriétés de + et x dans ., (K), on dit que (.4, (K),+, X) est un anneau. De
méme que dans Z (qui est aussi un anneau mais commutatif et intégre lui), on ne parle pas de division dans .#;, (K),
c’est ce qui différencie un anneau d’un corps (comme Q, R, ou C).

. 10 0 0 0 0
Exemple 8 : Si A = 1 0 et B = 11 alors AB = 0; pourtant A # 02 et B # 05. De plus BA = 2 0 et
donc AB # BA.

Remarque 9 :

e Le fait que .4, (K) ne soit pas commutatif implique que certains calculs vrais dans R ou C, ne le sont plus dans
My, (K). Par exemple les identités remarquables sont fausses en général :

(A+ B)® # A% + 2AB + B2.

On ne peut qu’écrire
(A+ B)>= A+ AB + BA + B~

o Le fait que ., (K) en soit pas integre implique que certaines simplification dans R ou C ne sont plus vraies
dans 4, (K). Par exemple, AB=AC <& A(B-C)=0, n’implique pas que B = C méme si A # 0,,.

_ )

Soient n € N* et A = (ai,j),¢; i<, € #n (K). On dit que A est une matrice diagonale si Vi # j, on a a;; = 0.
Ainsi, 7

a1,1 0 0
o e Tel ,
A= =diag (a1,1,-..,nn) -
O (|
0 0 anpn

L’ensemble des matrices diagonales a coefficients dans K est noté 2, (K).

\ J

3 0 0 O

. . . . . 0 3 0 O

Exemple 10 : La matrice I,, € Z, (K). La matrice A = diag (3, —3i,0,/5) est la matrice A = 00 0 0
00 0 V5
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Soit n € N*. L’ensemble %, (K) est stable par addition et multiplication externe et multiplication interne :
V(4,B) € 2, (K)*, A eK

NA € 2, (K), A+ B e 2,(K), AB € 7, (K).
De plus si A = diag (\y,...,A\,) et B =diag (u1, ..., ), alors

AA = diag A1, ..., AAn)
A+ B =diag (A1 +p1, .., Ap +p1)
AB = diag (A1 i1, -, An 1) -

En particulier, deux matrices diagonales commutent : AB = BA.

\ J

— )

Soient n € N* et A = (ai,j)1<i j<n € An (K). On dit que A est une matrice triangulaire supérieure si Vi > j,
on a a; ; = 0. Ainsi,

al1 ain
a=[ 0
0 0 apn

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficients dans K est noté .7, (K).

\ J

Remarque 11 :
e On peut définir de méme les matrices triangulaires inférieures.

e On a 2, (K) C 7, (K).

Soit n € N*. L’ensemble .7, (K) est stable par addition et multiplication externe et multiplication interne :
V(A,B) € 7, (K)’, xeK

A e 7, (K), A+ Be 7,(K), AB € 7, (K).

Remarque 12 : Attention le calcul du produit de deux matrices triangulaires est plus compliqué que celui de deux
matrices diagonales et ne commute pas nécessairement. Tout ce que I'on peut affirmer dans le résultat concerne la
diagonale :

A ox L. % Mmoo ox ... a1 AL pr % . *
0 0 0

X =
: - Lok : . . * : - - *
0o ... 0 M\, 0 ... 0 0 R | W T

IT Calcul matriciel

I1.1 Puissance d’une matrice

Soient n € N* et A € .#,, (K). On définit pour tout k¥ € K la puissance k'®™¢ de A par récurrence :

A’ =1,
Vk e N, Akl = A4k,
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Remarque 13 :

e On ne peut définir la puissance k™ des matrices carrées uniquement. Pourquoi ?
e Pour tout (k,l) € N, on a A¥Al = ALAk = AR+

e Cependant en général pour A et B dans .#, (K), on a (AB)* # A2B2. On peut seulement affirmer que (AB)> =
ABAB.

Exemple 14 : On pose A = ((1) ;) Pour tout k € N, calculer A*.

Soient n € N* et A et B deux matrices de ., (K). On suppose que A et B COMMUTENT, i.e. AB = BA.
Alors

VmeN, (A+B)" =) <m> Akpm—k

k
k=0
vmeN*, A" —-B"=(A-B)(A™'+A™?B+...+ AB"?+B™ ")
m—1
_ (A _ B) Am—l—kBk
k=0
1/2 0 2 1 1 2
Application 15 : Soit A = 0 1/3 0 et B=|0 1 0 ].Pourtout n €N, calculer A™ et B™.
0 0 1/2 0 0 1

I1.2 Matrices inversibles

Soit n € N* et A € 4, (K). On dit que A est inversible si et seulement §’il existe B € ., (K) telle que
AB =1, et BA=1,.

Alors la matrice B est unique et est notée B = A~

Démonstration. Démontrons 'unicité. Soient A, By et By trois matrices telles que ABy = B1A = ABy = BoA=1,.
Alors en multipliant AB; = AB> par By par exemple, on obtient que

B1ABy = B1A By = 1,By =1,By = By = Bs.
—~— e

=I, =I,

Qo i (i) ~
Soit n € N* et A € #, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La matrice A est inversible.
2. 1l existe B € 4, (K) telle que AB = I,,.
3. Il existe B € 4, (K) telle que BA = I,.
De plus dans chacun des cas, B = A~ 1.
~(Proposition IL5) ~

Soient A et B deux matrices de .4, (K). Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et

(AB) ' =B~'4~1.
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que la matrice C = B~*A~! multipliée (4 gauche ou a droite indifféremment
d’apres le théoréme précédent) par AB donne bien I, :

ABxC=ABB ' A = A, A" = AA =1,
N——
=1,

O

_ )

Soit n € N*. On note GL,, (K) I’ensemble des matrices inversibles de ., (K), il est appelé le groupe linéaire
d’ordre n des matrices inversibles.

~ Proposition IL7. ~
L’ensemble GL,, (K) muni de la multiplication matricielle est un groupe :
e I, € GL, (K),
e Si A € GL, (K) et B € GL,, (K) alors AB € GL,, (K).
e Si A € GL, (K) alors A~! existe et est un élément de GL,, (K).

\
- h

Soit A € GL,, (K) alors pour tout 7 € N, A" € GL,, (K) de plus (A")"" = (Afl)r et cette matrice est notée A™".

,
.

11.3 La transposée

— )

Soient (n,p) € (N*)? et A = (@i j)1<isn € My p (K). On appelle transposée de A la matrice B = (b; j)i<1<p €
1<y<sp NV
M 5, (K) définie pour tout (7,5) € [1;p] x [1;n] par

bij = aji-
La matrice B est alors notée A ou encore A”.
On obtient !A en permutant les lignes et les colonnes : les lignes de *A sont les colonnes de A et les colonnes de ‘A
sont les lignes de A.

Exemple 16 :
) 1 0 /1 o -4 3 1 0 -3 6
<1 3 4 71')_ 3 9 0 2 0 37\ [ a 2 o 0
09 7 -6/ | -4 7 3 a2 8 —10)] | -4 0o 8 1
T -6 6 0 1 —4 3 —37 —10 -4

Soient n,p € N*, A, B € M, , (K) et A € K.
1. 1A+B)="A+B. 2. (NA)=\A.

Démonstration. Soient n,p € N*, A = (a;;)1<i<n € Mnp(K), B = (bij)i<i<n € Mnp(K) et A € K. On pose
1<j<p 1<j<p
A = (af ;) 1<i<p et ‘B = (b ;) 1<i<p- Notez que pour tout i € [1;p] et tout j € [1;n],
Tigisn Tligisn
a;’j = aj,i et b;,j = bj,i~

1. Posons C = (¢; j)1<i<p = (A + B). Puisque
1<5<

IIXRN

A+ B =(a;; + bij)i<i<p -
1<j

Jjsn
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On en déduit que pour tout i € [1;p] et tout 5 € [1;n],

— .. .. = I l
Cij = aji +bji = aj ; + b

Par conséquent, on a bien (A + B) = C' ='A 4+ 'B.
(A A). Puisque AA = (\ai;)i<i<n, on en déduit que pour tout i € [1;p] et tout

2. Posons C = (¢ij)i<i<p =
NS

1<5<n

j €[],
Ci,j = )\am = )\(127]'.

Ainsi (AN A) = C = \A.
O

Soient n,m,p € N*, A € M, ., (K) et B € M, p, (K). On a

AB) = 'B'A.
Démonstration. Soient
A= (ai) 1<ign € Mpm (K) A = (a} ;) 1<icm € Momn (K)
1<j<m 1<j<n
B = (bij)i<i<m € Mmp (K) B = (b} ;) 1<i<p € Mpm (K)
1<j<p 1<jsm
C = (cij)icisn = AB € My p (K) 'C = (c; ;) 1<i<p € Mpn (K)
1<i<p 1<j<n
D = (dij)1<icp = B'A € My (K)
1<j<n
Par définition du produit,
m
V(i j) € [Lin] x [Lip], ¢y = Zai,kbk,j~
k=0
Donc en appliquant la transposée, on obtient que
m
V(i,5) € [L;p] x [5n], ¢ ;=cji= Zaj,kbk,i
k=0
m
= Z a;e,j ;k
k=0
m
= Z b;’,k ;c,]
k=0
=di;

On en déduit donc que 'C = D autrement dit :

Soit n € N* et A = (aij),¢; j<n € #n(K). On dit que A est symétrique si ‘A = A c’est-a-dire si pour tout

1 < Z,j < n, a;j; = Gj4-
L’ensemble des matrices d’ordre n symétriques & coefficients dans K est noté .7, (K).

3 -5 12
Exemple 17 : La matrice [ =5 0 —4 | € % (R) est symétrique.
12 -4 39
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Soit n € N* et A = (ai;j),¢; j<n € #n (K). On dit que A est antisymétrique si ‘A = — A c’est-a-dire si pour tout
1 < i,j < n, a; ;5 = —aj4-.
L’ensemble des matrices d’ordre n antisymétriques a coefficients dans K est noté <7, (K).

Remarque 18 : Une matrice antisymétrique a nécessairement tous ses coefficients diagonaux nuls.

0 -5 12
Exemple 19 : La matrice 5 0 —4 ] € 4 (R) est antisymétrique.
—-12 4 0

Les ensembles .7, (K) et 7, (K) sont stables par combinaison linéaires.
e Si A,Be .7 (K)et A\, u€Kalors A\ A+ uB € .7, (K).
e Si A,Be o, (K)et \,u€Kalors A\A+ uB € o7, (K).

IT.4 La trace

_ )

Soit n € N* et A = (aij),¢; jcn € #n (K). On appelle trace de A notée tr (A) I'élément dans K défini comme
étant la somme des éléments diagonaux de A :

tI‘(A) = i ;-
k=0

\

Exemple 20 :
-4 0 8
eSiA=| 2 -1 14 ) alorstr(4)=—-4—-1+4+13=38.
) 9 13
e Si A € o7, (K), alors tr(A) = 0.
o tr(l,) =n.

_ h

La trace est linéaire : pour tout A, B € .4, (K) et pour tout A € K,
1. tr (A+ B) =tr (A) + tr (B)
2. tr (A A) = Atr (4).

Soient A, B € 4, (K) alors

tr (AB) = tr (BA).

\. J

Démonstration. Soient A = (ai;),, i<, € #n (K) et B = (i) ¢; jc, € #n (K). Alors

tr (AB) =tr (i ai,kbk7j> = iiai,kbhr
k=0 1<i

<ij<n i=0 k=0

Par propriété sur les sommes rectangulaires :

tr (AB) = Z a;i b = Z Z bk, i @i -

k=0 i=0 k=0 i=0

10
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En renommant les indices, on obtient que

tr (AB) = Z zn: bi7kak,i =tr <i bi7kak7j> = tr (BA) .
2 1<4

n
1=0 k=0 k=0 <i,j<n

11



