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Pour lundi 22/10

I Se tester

Soit n € N*. On a

& Wk =0.

{w eU, iy
w# 1 k=0

Je vous ai proposé ce résultat du cours car il fallait 'utiliser dans I'exercice 1 question 2 du DS2. Parmi ceux qui on
reconnut qu’il suffisait d’appliquer cette propriété pas UN SEUL (sur les deux classes) n’a pensé a préciser que w # 1
pour 'utiliser...

IT S’entrainer

Soit z € R. On veut montrer

I1.1 Soit z € R tel que

2 <313+ »
(a) On a
VE ;r 1J < r ; 1 par définition de la partie entiere
e
_ EJ +1.

Le nombre L%HJ est un entier strictement plus petit que 1’entier L%J plus 1 et donc

<13

D’autre part, on a également

1 1
Lx—;— J > v ;— -1 par définition de la partie entiere
oz 1
22
1
> LgJ -3 d’apres .

Puisque LIT—HJ et L%J, on en déduit que L%HJ > L%J, ce qui conjointement avec 'inégalité réciproque

démontrée plus haut nous permet de déduire que

-5l

(b) A la lumiére du résultat précédent (2), on a

& lo)=2|3].

Or d’apres , on a 2 L
3

Conclusion, lorsque L
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I1.2 On suppose maintenant que

2018/2019

5l +z<3 <[5+ @

ce qui est I'unique autre possibilité par définition de |Z|. Dans ce cas, on a d’une part,

z+1 z+1
{ + J < + par définition de la partie entiere

2 2
T 1 N
< LgJ +1+ B d’apres (3).

Les nombres | “EL| et |£]| + 1 étant entiers, on en déduit que |23 | < |Z| +1.
D’autre part,

1 1
Lx;— J > v ;_ -1 par définition de la partie entiere
oz 1
22
1 1
2 \‘gJ + 5 - 5 d’aprés
- |3
- L2
donc Lf”THJ > L%J et ces deux nombres étant des entiers, on en déduit que LITHJ > L%J + 1.

Ainsi on en déduit que [%HJ = L%J + 1. Donc lorsque est vraie, on a

xT

& LszQbJ—l—l.

Or d’apres (3), 2 2] +1 <2 <2|%|+2, cest-a-dire [z] = 2|%] + 1. Finalement est vérifiée dans ce
second cas.

Conclusion, pour tout z € R, |z| = {%J + LITHJ

IIT Complément de cours

_ )

Soient n € N, I un intervalle de R d’intérieur non vide et f : I — R et g : I — R deux fonctions n fois dérivables
sur I. Alors la fonction fg est n fois dérivable et

n ~ n —

(fg)( ) _ Z <k>f(k)g(n k).
k=0

On fixe n € N, I un intervalle de Ret f: I — Ret g: I — R deux fonctions n fois dérivables sur I. On pose pour

tout k € {0,...,n}

la fonction fg est k fois dérivable
P (k) - ® _ S~ () 5o e
(f9) —-;é% )19

et 'on va montrer par récurrence que (k) est vraie pour tout k € {0,...,n}, on en déduire alors notamment que
P(n) est vraie.

III.1 Justifier que l'initialisation est vraie.

1.2 Soit k € {0,...,n — 1} (pourquoi ne pas prendre n 7). On suppose que (k) est vraie.
(a) Justifier que (fg)(k) est dérivable. Que peut-on en déduire pour fg?
(b) Dériver (fg)(k) et montrer que

k
(fg)(k+1) _ Z <k> (f(i+1)g(k—i) + f(i)g(k—i-i-l)) _
1

=0
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(c¢) En déduire que
) L L
k+1) _ (), (k—i+1) (@) (k—it1)
(f9) ;(i_l)f g +Z£<Z>f gy,

(d) Montrer alors que
k
: k k D (ki
(fg)(k-H) — f(k+1)g+z Kl_ 1) + (Z)} FOGR=iHD) g o(kt1),
i=1

(e) En déduire que Z(k + 1) est vraie.
II1.3 Conclure.



