; ! Mathématiques PTSI, DM11 2022/2023

Devoir Maison 11
Intégration, représentation matricielle

A faire pour le jeudi 25 mai

Probleme I - Intégration

On consideére la fonction f définie pour tout z > 0 par

1 et
ﬂ@:A:H%&.

Partie 1 : Une équation différentielle vérifiée par f

1. Justifier que f est définie sur |0; +oo] et déterminer son signe.

2. Montrer que pour tout z > 0,

. z+1 el
—e S
fay=e [ S du
3. Justifier soigneusement que f est €’ sur ]0; 4+o0].
4. Montrer que pour tout z > 0,
/ R
fia)+ )=

5. (Question indépendante) Résoudre 1’équation différentielle

e—il?

Vz € R, y'(z) +y(x) = 21245

Partie 2 : Comportement en +oc.
6. Montrer d’autre part que pour tout z > 0,

e 1 L et
f(z) = —+A(&.

r+1 = x+t)2

7. En déduire pour tout > 0 une expression de f'(z) sous la forme [} o (z,t)dt ot a(z,t) est une
expression en fonction de = et de t que ’on précisera.

8. (a) Déterminer la monotonie de f.

(b) Justifier que f posséde une limite finie en 400 (on ne cherchera pas a la calculer dans cette
question).

9. Montrer que pour tout = > 0,

e—1 < f( )<e—1
< f(z) < .
rz+1 T

10. En déduire soigneusement un équivalent de f en +oo.
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Partie 3 : Comportement en 0.

let_l
On définit pour tout z > 0, :/
n définit pour tout x g(x) i

dt.
11. Justifier qu'il existe M > 0 (& déterminer) telle que
Vte[0;1], 0<e’—1< Mt

12. En déduire que g est une fonction bornée sur |0; +o0].

13. Montrer alors que pour tout x > 0,

1n<x;rl) éf(:c)<M+ln<mijl>.

14. En déduire un équivalent simple de f en 0%.

Partie 4 : Un endomorphisme

x+1
Pour toute fonction f continue sur R, on pose ¢ (f) : x — e_a”/ f(t) et de.

T

15. Montrer proprement que ¢ est un endomorphisme de ¢ (R).

Pour tout fonction polynomiale f, on admet que ¢ (f) est aussi une fonction polynomiale. On pose E =
R2[X] et pour tout polynéme P, on note P la fonction polynomiale associée. On définit alors ¢ (P) comme
le polynéme associé a la fonction polynomiale ¢ (P) On admet que ¢ définit un endomorphisme sur F.

16. Déterminer A la matrice de ¢ dans la base G4 = (1, X, X 2).
17. On pose N = A — (e —1) I3. Vérifier que N est nilpotente d’ordre 3.
18. En déduire les puissances de A.

19. Préciser pour tout n € N, ¢" (X — 3).

Probleme IT - Représentation matricielle

On considere

f : RQ[X] — R2[X]

PoslP(3) 2 (57))

v Ro[X] =R
P— P(1).

On pose également

Soit enfin € la base canonique de Ry[X].

Partie 1 : Méthode algébrique

1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. Calculer A = maty (f). On pose dans la suite A’ = 8A.

23
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3. L’application f est-elle injective ? surjective ?

4. Déterminer la matrice de ¢ dans les bases canoniques.

5. Déterminer le noyau de (.

6. Déterminer Ker (A’ — 813) et en déduire Ker (f — Idg, [ X}).

7. De méme déterminer Ker (f — 3Idg,(x]) et Ker (f — dg,[x))-
On pose = (1,1 —2X,6X? —6X +1).

8. Justifier que A est une base de Ra[X].
9. Calculer D = matg (f).
10. On pose P = Py 5. Préciser P et calculer P~
11. En déduire A™ pour tout n € N.
12. Soient P = a + bX + ¢X? € Ry[X] et n € N. Calculer ™ (P).

13. Montrer alors que pour tout P € Ra[X],

e = [

Partie 2 : Méthode analytique

On pose
g : R[X] — R[X]
() r (5]
14. On admet que g est un endomorphisme de R[X]. Montrer que g est injectif.
On pourra commencer par montrer que si a est une racine de P € Ker(g), alors a + % aussi.
15. Soit @ € R[X]. On pose n = deg (Q) et g, la restriction de g & R,,[X]. Montrer que @ € Im (g,).
16. En déduire que g est un automorphisme.

17. Montrer par récurrence ’assertion suivante :

1233 (X +k
VP € R[X], ¥n € N, g”(P):ZP( i )

18. Soit P € R[X]. Déterminer

19. En déduire une expression de

R[X] =R
~ P~ P(1).



