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Correction du Devoir Maison 11
Intégration, représentation matricielle

Du jeudi 25 mai

Probleme I - Intégration

On consideére la fonction f définie pour tout x > 0 par

r -+t

Partie 1 : Une équation différentielle vérifiée par f

1. Soit « > 0. La fonction ¢ xe—jrt est définie et méme continue sur [0;1] car pour tout t € [0;1],

z+t>x > 0. Donc fol ;—it dt est bien définie i.e. f(z) existe. On a donc précisé que pour tout x > 0,
f(x) existe et par conséquent

‘la fonction f est bien définie sur ]0; +oo]. ‘

De plus pour tout x > 0 et tout t € [0;1], z +t > 0 et e’ > 0. Donc par croissance de I'intégrale, car
0<1,

1ot 1
Vo >0, f(:c):/ dt}/ 0dt =0.
o z+1 0

Conclusion,

‘V:U >0, f(z)= O.‘

. Soit z > 0. Par le changement de variable u =x +t,t =u — x, dt = du, on a
1 t z+1 ju—x z+1 sU

f(av):/ ° dt:/ ° du:e*”/ ° du
o x+t x U z U

z+1 el

Ve >0, f(z)= e*x/ — du.
U

Conclusion,

. La fonction g : u — % est définie et continue sur U'intervalle ]0; 4+o00[. Soit G' une primitive de g sur
R?% . Par le théoreme fondamental de I’analyse,

VzeR:,  fla)=e (G (z+1) - Gla)).

G est une primitive de g et g est continue sur R* donc G est € sur R?% . La fonction z +— e~ est ¢!
sur R. Donc par produit et différence,

la fonction f est €' sur ]0; +-o00].

. Avec les notations de la question précédente, on a vu que pour tout x €]0; +o0[, on a
fl@) =" (Gz+1) - G(x)).
La fonction f est dérivable sur ]0; +o00[ et pour tout z > 0,

f(@)=—-e " (Gx+1)-G(z)) +e " (G’(w +1) - G’(z)) =—flx)+e " (g(x+1)—g(x)).
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Donc par définition de g, pour tout x > 0,

e:rJrl em) efa:+x+1 efm+ac

P+ fla) =e (

r+1 = r+1 x
Conclusion,
/ _ & l
Vx> 0, f(a:)+f(a:)—$+1 —
5. Soit
(Eo) VeeR,  y'(z)+ylz)=0

I’équation différentielle homogene associée. La fonction a : x — 1 est continue sur R donc admet des
primitives sur R dont 'une est donnée par A : x +— x. Ainsi, 'ensemble des solutions de (Ep) est

Yoz{R _>_x R 'C’ER}zVect(R _>_x R).
z —Ce T e

Procédons a la méthode de variation de la constante. Fixons
e Yp:x e’
e y une fonction dérivable sur R
e A= L car pour tout z € R, yo(x) # 0.

La fonction A est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne
s’annule pas et y = Ayp. On a alors les équivalences suivantes :

xT

e
lution de (E) : Vz e R ! = TS o r
y solution de (E) z € R, y (z) +y(z) 22+ 22+ 5
efx
& VreR, N(@yo(@) + A@)o() + Mo)yolr) = 5 ——
=0 car yo€-Y
/ e_l:
Ve e R A s
A TER, () e 22 +2x+5
1
V. R bY =
A TER, () 22 4+2x+5
Soit z € R. On a
1 1

22425 +5 (x+1)*+4

Pour tout z € R, (z + 1)2 +4 > 0. Donc la fonction x — m est continue sur R et I'une de ses
primitives est donnée par
= 1 " (:v + 1)
x — —arctan | —— | .
2 2

Par suite,
y solution de (F)

1 1
& iC e R, Vz € R, Az) = 3 arctan (:c—;) +C

1 1
& IC e R, Vx € R, y(x) = Mx)yo(x) = 5 arctan <%) e *+Ce™".

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

R —- R
jﬂ_{ T — %arctan(%ﬂ)e”+(}’e*$ ‘CER}'
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Partie 2 : Comportement en +oo.

6. Soit > 0. On pose pour tout ¢ € [0; 1],

1

t t) =et.
r+t ¢ v(t) =e

u(t) =

Les fonctions u et v sont € sur [0; 1] et pour tout ¢ € [0;1],

A 1 o V(1) = ot
u(t) = i ¢ (t) = e

Donc par intégration par parties,

t qt=1 1 t 1 1 1 t
r+tl_ 0o (z+1) r+1 =« 0o (z+1)

Conclusion,
e 1 L et
Vx> 0, T) = _7_‘_/ —— dt.
Mo =1 0 (z+1)°
7. Par la question [£] pour tout x > 0,
F(@) = —fla) ¥~
B z+1 z

En injectant la formule obtenue pour f(x) dans la question précédente, on trouve
1 L et e 1 1 el
(2) = — | — _7+/4447&%_ ——:/————dt
fw) r+1 x Jo (z+1)° r+1 0o (z+1t)?

En posant pour tout x > 0 et tout ¢t € [0;1], a (x,t) =

t
_(ac—c;-itf’ on conclut que

1 et 1
ﬂ@:A—@+N&:Aa@ﬁ&

8. (a) Soit = > 0, pour tout ¢ € [0; 1], ﬁ > 0, donc par positivité de l'intégrale

/ o ! e!

Ceci étant vrai pour tout z > 0, on en déduit que

‘ f est strictement décroissante sur ]0; +oo]. ‘

(b) Par la question précédente, f est décroissante sur |0;+oo[ et d’apres la question |1 la fonction
est positive donc minorée par 0 sur |0;4+oo[. On en déduit par le théoréme de convergence
g
monotone que

‘la fonction f converge en +oco vers un réel ﬁxé‘

et sa limite est positive ou nulle.
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9. Soit x > 0, pour tout ¢t € [0;1],ona 0 < z < z+t < x+1 (le fait que tout soit positif est important!).
Donc par décroissance de la fonction inverse sur ]0. + oo[, on a

10.

Or pour tout ¢ € [0;1], ¢! > 0, donc

Par croissance de l'intégrale,

Conclusion,

Puisque

par la question précédente et le théoreme d’encadrement des équivalents,

1 1 1

vt € [0; 1], < < -
z+1 T+t "z

t ¢ ¢

Vie[01], — < —— <.
z+1 ~x+t x

r+1 x
o 1 [et]t < f(:B) < l [et]
r+1 t=0 x
e—1 e—
= < < —
1 f(z) .
e—1 e—1
Vo > 0, < < —.
x ] fla) < —
e—1 e—1

)

r+1azs+0

Partie 3 : Comportement en 0.

On définit pour tout = > 0, g(z) = /

let_l

o t+=x

11. La fonction exponentielle est croissante sur R donc sur [0;1]. Par conséquent, pour tout ¢ € [0;1],
0 < e —e’ = ef —1. De plus la fonction exponentielle est €' sur [0;1] (et méme %) donc, par le
théoréme des accroissements finis, pour tout ¢ € [0; 1],

12.

0<el—1= ’et—eo‘ <

s€[0st] s€(051]

En posant M = e > 0, on conclut que

vt e[0;1], 0<e'—1<et.

Soit > 0. Par la question précédente et la croissance de l'intégrale,

De plus, pour tout t € [0;1], t+ 2 >t <

par croissance de l'intégrale,

1 t_l 1 t
Og/‘e (ﬂg/ °v at.
o t+x o t+=x

x4+t

1
0<g<x)</edt:e.
0

Ceci étant vrai pour tout z > 0, on en déduit que

g est une fonction bornée sur |0; +ool. ‘

4/f6

£ < 1 donc pour tout ¢ € [0;1],

sup |e*| |t — 0| < sup [|e®|t =et.

e
t+

t

T

< e. Ainsi, toujours
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13. Soit z > 0. Par définition de f et de g, on a

1ot 1ot 1 19 11
f(:C) /0 T+ /0 T+ +/0 T+ g(x)Jr/o T+

Donc par la question précédente, en rappelant que M =e, on a

L1 L1
dt < < dt.
/0 r+t f(x) e+/o r+1
Or
/1 ! dt = [In (z + t)]'=, +t>0
o= P car x
=In(z+1)—In(x)
<m+1>
=In .
x
Dot

1 1
Va > 0, ln(xl_ )gf(x)<e+ln<xi )

14. On observe que

ln<x+1> =In(l+z)—In(z) ~ —In(z).

€T z—0
>0
Notamment In (“xil) — oo et donc e < In (LH) Ainsi,
z—0 z—0 z
>0 >0
1 1
e+ln<$+ ) ~ ln<x+ ) ~ —In(z).
xT z—0 €T x—0
>0 >0
Donc par la question précédente et par le théoreme d’encadrement pour les équivalents, on conclut
que
f @) ~ —In(z).
>0

Partie 4 : Un endomorphisme

x+1
Pour toute fonction f continue sur R, on pose ¢ (f) : x — e‘x/ f(t) et dt.

T

15. Soit f € € (R). Soit x € R. La fonction f est continue sur R donc sur [x;x + 1] donc t — f(t) e’ est
z+1
aussi continue sur [z;z + 1] et donc / f(t)e" dt existe. Ceci étant vrai pour tout x € R, on en
x
déduit que ¢ (f) est bien définie sur R. La fonction ¢ — f(t)e! étant continue sur R elle admet des

primitives sur R. Soit F' une primitive de t — f(t) e’ sur R. Par le théoréme fondamental de I’analyse,
Ve e R, o(f)(x)=e*(F(x+1)— F(x)).

Puisque t +— f(t)e! est continue sur R, F est ¢! sur R. Donc par produit et différence, o (f) est
%! (R) donc notamment continue sur R. Donc pour tout f € € (R), ¢ (f) € € (f). Donc ¢ va bien
de ¢ (R) dans % (R).
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Montrons maintenant que ¢ est linéaire. Soient (A, 1) € R? et (f,g) € € (R). Posons h = A\ f + pg.

Pour tout £ € R, on a

h(t)e' dt
x+1
= [ S0 + () e de

—ex<)\/ edt—i—u/
r+1
:)\e*x/ ft)etdt +pe” m/

=X (f) (x) + pe(g) (@)

Ceci étant vrai pour tout z € R, on en déduit que ¢ (A f + pg)
linéaire. Conclusion,

)e dt)

g(t)edt

par linéarité de 'intégrale

=A@ (f) + pe(g) et donc ¢ est

‘go € Z (¢ (R)), ¢ est un endomorphisme de & (R). ‘

Pour tout fonction polynomiale f, on admet que ¢ (f) est aussi une fonction polynomiale. On pose E =
Ry[X] et pour tout polynéme P, on note P la fonction polynomiale associée. On définit alors ¢ (P) comme
le polynoéme associé a la fonction polynomiale ¢ (P) On admet que ¢ définit un endomorphisme sur FE.

16. On a, pour tout z € R,

+1 B
@)= [ axear— e [ 5 -

Donc
p(l)=e—1.

De méme,

# (X) (@

Posons pour tout ¢ € R, u(t ) =el et v(t) =
et pour tout t € R, u/(t) = e et v/(t) =

z+1
o (X) ( t=a+1 / of dt)

—¢ (1) ()

= (:z:—i—l ‘”H—a:e‘r)
= (x+1)e—m— (e—1)
=(e—1)z+1.
Ainsi,
@ (X)=(e

o (X2) (@) = |

xT

1) X + 1.

Enfin,
41

x+1
/ t x et dt.
X

t. Les fonctions u et v sont €' sur R donc sur [z;z + 1]
1. Donc par intégration par parties,

2 x et dt.

Posons pour tout t € R, u(t) = e’ et v(t) = t2. Les fonctions u et v sont € sur R et pour tout t € N,

u/(t) = e' et v/(t) = 2t. Par intégration par parties,

o (X2) () = e ([Pe] 20 -

=e” ((ZL‘+ 1)2 an

x+1
/ 2t et dt)
xT

x2em) -2 (X) (z)

e(:p +2:E—|—1)—3:2—2(e—1)$—2

=(e—1)z?+ 2z +e—2.

/19
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17.

18.

Do,

Par ces calculs, on conclue que

On pose N=A—(e—1)I3. On a

Par suite,

Puis,

Conclusion

)

¢ (X?) =(e—1) X*+2X +e-2.

A=

e—=1 1 e-2
maty,, . (f) = 0 e—-1 2

e—2 1 0 0 01 e—2
2 | —(-1){0 e-1 0 |J=[00 2
e—1 0 0 e-1 00 0
1 e=2\ /0 1 e-2 00 2

0 2 00 2 |=[0o0o0

0 0 00 0 000

01 e—2\ /0 0 2
=(0o o0 2 00 0)=0;5

00 0 00 0

‘N est nilpotente d’ordre 3. ‘

Soit n € N. On a A = (e—1)I3 + N. Or N et Is commutent, donc par la formule du bindéme de

Newton,

A" =((e-1)Is+ N) = zn: (Z)N’C (e—1)"F ok

k=0

Puisque pour tout k£ >3, N¥ =03, sin > 2, on a

A = (3) (e—1)" I3 + (T

0 ne—=1)"" n(e=2)(-1)"" 0 0 a
=(e-1)"Iz3+ |0 0 2n (e —1)"1 +{0 0 0
0 0 0 00 0
(e—1)" n(e—l)"_1 n(e2 —3e+n+ 1) (e—l)”_2
= 0 (e—1)" on (e—1)""*
0 0 (e—1)"
Sin=1,o0na
e—1)" n(e—1)"" n(e?—3e+n+1)(e—1)""" e—1 1 =Bed2
0 (e—1)" n(e—1)"""1 = 0 e—1 9
0 0 (e—1)" 0 0 e—1

) (e—1)"'N + (”) (e—1)""2 N2+ 03

2

Donc la formule reste vraie pour n = 1 et de méme si n = 0, on obtient bien I3. Conclusion,

Vn € N,

A" =

(e—=1)" n(e—-1)"" n(e?-3e+n+1)(e—1)""
0 (e—1)" on (e —1)""!
0 0 (e—1)"

7/i6
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19. Soit n € N. Notons V,, = matg,,, (¢" (X —3)) et U = matg,_,, (X — 3). Des lors,

V, =A"U.
-3
Or U = | 1 |. Donc par la question précédente,
0
(e—=1)" n(e-1)"" n(e?-3e+n+1)(e—-1)""\ [-3
Vi, = 0 (e—1)" on (e—1)""! 1
0 0 (e—1)" 0
n(e—1)""1 = (e—1)"
= (e—1)"
i 0
[(n—e+1) (e—1)"""
= (e—1)"
| 0
Conclusion,
—e+l1
Vn €N, (X —3)=(e—1)"X+(n—e+1)(e—1)"' = (e—1)" (X + neij) .

Probleme II - Représentation matricielle

On considere

On pose également

Soit enfin € la base canonique de Ry[X].
Partie 1 : Méthode algébrique

1. Pour tout P € Ry[X], f (P) existe bien, il nous faut donc montrer que f (P) € Rgo[X]. L’élément f (P)
est un polynéme. De plus,

aee( (P =aes (5 [P (5) +2(557)])

o s (2)) e (r ()

Donc f (P) € Ry[X] et

’ f est bien déﬁnie.‘

816
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Montrons que f est linéaire. Soient (\, u) € R%, (P, Q) € Ry[X]. Posons R = AP + uQ. On a
1@ =3 [r(5)+r(550)] =5 [orrma(3) +or e (557)]
=3 [ (5) s (5) ar(557) 1 (557))
=3[P () (557 le(3) +e(557))
=Af(P)+uf(Q).

Conclusion,

f est linéaire.

2. Calculons les images de € = (1,X, X2) par f.

1
F) =5+ =1
11X X+1 2X+1 X 1
I TR o
F (&) 2 2+ 2 4 2 4
1[/x\ (Xx+1\] X?°+X?+2X+1 X2 X 1
-4 (5] - E N
f( ) 2[ 2 + 2 8 4 +4+8
Conclusion,
L 13
A=maty ()= 0 § 1
00 3
8 2 1
En particulier, A’ =84A=[0 4 2
0 0 2

3. Puisque A est échelonnée avec un pivot sur chaque ligne, on en déduit que rg(A) = 3. Donc A est
inversible. Conclusion,

‘ f est un automorphisme de Ry[X]. ‘

4. Calculons les images de ¢ = (1,X,X2) par ¢. On a

En notant 4’ = (1) la base canonique de R, on conclut que

matcg’cg/ ((p) = (1 1 1) .

5. Soit P =a+bX + cX? € Ry[X]. On a les équivalences suivantes :
P € Ker (p) & ¢ (P)=0gr & a+b+c=0 & a=-b—c

Conclusion,

Ker (¢) = Vect (X* —1,X —1).

916
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6. Soit B = A’ — 8I3. On a alors
8 2 1 8 00 0 2 1
B=(042])]—-108 0)=(0 —4 2
0 0 2 0 0 8 0 0 -6

Soit (z,y, 2) € R3. On a les équivalences suivantes :

Conclusion,

X X
y| € Ker (B) & B |y| = 0ps
z

N

2y+2=0
& -4y +2z=0
—62=0
& y=2z=0.

Ker (A" —8I3) = Vect | [0
0

Or A’ — 815 est la matrice canoniquement associée a 8f — 8ldg, (x]- Donc,

Ker (f — IdRQ[X]) = Ker (8(f — IdRQ[X])) = Ker (8f — SIdRQ[X]) = Vect (1R2m) )

7. De méme,

Donc pour (z,y,2) € R3, on a

Donc

D’ou, Ker (f —

4 2 1
A —4Al;=(0 0 2
0 0 -2
y| € Ker <A — 5]3) & <A — 5]3) y| = Ogs
z z
X
& (A" —4I3) |y | = Ops
z
dr+2y+2=0
& 22=0
—2z=0
R
1
Ker <A — 51’3) = Vect (
51dg,[y]) = Vect (1 — 2X). Enfin,
6 2 1
A —2;=(0 2 2
0 00

10/[16]
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Donc pour (z,y,2) € R? on a

x 1 1 x
y| € Ker <A — ng) & (A — ZIg) y| = Ops
z z

x

& (A" —2I3) |y| = Ops

z
6z+2y+2=0
4
20+22=0
o { 2y —z)= 6
Donc
Ker (A — 71'3 = Vect
Conclusion,

1
Ker <f—2IdR2[X]) = Vect (1 — 2X) et Ker( — IdRQ[X> = Vect (1—6X+6X2).

On pose B = (1,1—2X,6X2 —6X+1).

8. A est une famille de polynomes échelonnée en ses degrés. Donc A est libre. De plus Card (%) =
dim (R2[X]). Conclusion,

‘% est une base de Ry[X]. ‘

9. Posons e; = 1, e5 =1—2X et e3 = 6X2—6X + 1. Par ce qui précede, on a e € Ker (f — IdR2[X}) donc
f(e1) —e1 = Og,[x) et ainsi f (e1) = e1. De méme ez € Ker (f — %IdRQ[X]) et e € Ker (f — iIdRQ[X])-
Ainsi, on a

1 1
f(e1) = e, f(e2) = 262 f(e3) = 263
Conclusion,
1 0 0
D=matgz(f)=[0 5 0
00 1
10. On pose P = Py 5. On a
1 1 1
P=(0 -2 -6
0 O 6
De plus, par opérations élémentaires sur les lignes,
1 11 1 6 0 O
—1 1
P~l0 13 ?:;sz L0 =3 0
00 1 3760 0 0 1
110 LQ%L2—3L3 1 6 0 -1
7010 I T 760—3—3
“\o 0 1 LT s 0 0 1
1 00 1 6 3 2
:(z 010 L1+ L1 — Lo f(\/g 0 -3 -3
0 01 0 0 1

11/16
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Conclusion,
1 6 3 2
P t= slo -3 -3
0 0 1
On a bien pensé a vérifier que PP~ = I5.
11. Par la formule de changement de base, on a
A = maty (f) = Py gmaty (f) Pgy = PDP™ L.
Donc par récurrence,
Vn € N, A" = pDP~'PDP'...PDP ' =PDD...DP~' = PD"P~L.
La matrice D étant diagonale, on en déduit ainsi que pour tout n € N|
1 0 0
A'=prPl0 & o |P!
1
0 0 4
1 1 0 O 6 3 2
=P\ 0 5 0 0 -3 -3
00 &£/ \0o o0 1
1 1 1 1 6 3 2
3 3
0 0 6 0 0 4
1 3 1
L (6 3(1—50) 2— 5+ 47
(o 6 67 6
6 2n n an
0 0 i
1 1 1 1 1
L 3= 5zt e
S (I
1
0 0 i
Conclusion,
1 1 1 1 1
(e smrm T Ee
vn e N, A"=10 o on T an
0 0 i
12. Soient P =a +bX +cX? € Ry[X] et n € N. On a
a
maty (f" (P)) = maty (f") maty (P) = A” | b
c
1 1 1
L g—zom 3-— 2n+1 + 6><4"
=1{0 L
2’)’L
0 0 4—
a + b ( 2n1+1 (% on+ +
_ b 1 1
- el - r)
(&
4n
Conclusion,
1 1 1 1 1 b 1 1 ¢ o9
prpy=ash (5 gm) (g g an) + Lo e (- a) X0 X

12/16
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13. Par la question précédente, pour tout P = a + bX + cX? € Ry[X] et tout n € N,

1 1 1 b 1 1 c
372 Toxan) T TN\ T ) T

1 1
n — —_
o(f (P))—a+b<2 2n+1>—|—c
Donc par passage a la limite,

1 1 b ¢
1‘ TLP - <7_ ) <7_ > N - 92 3
n_l}IEoogo(f (P))=a+b 5 0)+c 3 0+0)+0+c(0-0)+0 a+2—|—3

D’autre part,

1 1 ) 2 37 b ¢
Pt)dt = bt t dt—{t b— } = -4 .
/0 (t) /O(a—i— + ct?) at +bg +eg . atgtg
Conclusion,
1
VP ERo[X],  lim o (f" (P)):/ P(t) dt.
n—+o0o 0
Partie 2 : Méthode analytique
On pose

g : R[X] = R[X]
Poglr(3)er(55))

14. On admet que g est un endomorphisme de R[X]. Soit P € Ker (g).

Premier cas, P = c € R est constant. Alors,

Donc P = Og[x)-

Second cas, deg (P) > 1. Alors d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, il existe a € C tel que
P(a) = 0c¢. Alors,

=t (2) ()] 2o+ - 2o d)

Donc P (a + %) =0c ie a+ % est une racine de P. Donc par récurrence, on obtient que

Vn €N, P(a—i—%)zoc.

Donc P admet une infinité de racine. Donc P = Op[x], ce qui contredit I’hypothese deg (P) > 1.

Ainsi, Ker (g) C {OR[ X]}. Or linclusion réciproque étant aussi vérifiée, on en déduit que

Ker (g) = {OR[X]}-

g est injectif.

Conclusion,

13/]16]
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15.

16.

17.

Soit @ € R[X]. On pose n = deg (Q) et gy la restriction de g & R,[X]. Autrement dit

gn : RalX] - RIX]
Poslr(3)er (5]

La restriction d’une application linéaire a un sous-espace vectoriel reste une application linéaire. Donc

gn € Z (R, [X], R[X]). De plus, si P € Ker (gn), alors g (P) = g, (P) = Og[x). Donc P € Ker(g).
Ainsi, Ker (g,) C Ker (g) = {Og[x] }- Donc Ker (g,) = {Ogjx]} i-e. dim (Ker (g,)) = 0. Par le théoréme
du rang,

dim (Im (g,)) = dim (R,,[X]) — dim (Ker (¢g,,)) =n+1—-0=n+ 1.

D’autre part, si P € R,,[X], alors

deg (gn(P)) < max <deg (P <§)> ,deg (P (%))) < n.

Donc Im (g,) € R,[X]. Or nous avions dim (Im (g,)) = n + 1 = dim (R,,[X]). Donc
Im (gn) = Rn[X]

Or @ € R, [X]. Conclusion,
Q € Im (gn) |

Soit @ € R[X]. Notons n = deg (Q). Alors d’apres la question précédente, @ € Im (g, ). Par conséquent,
il existe P € R,[X] tel que Q = g5, (P) = g (P). Donc Q € Im (g). Ainsi, R[X] C Im (g). La réciproque
étant aussi vraie, on en déduit que

Im (g) = R[X].

Autrement dit ¢ est surjectif. Or par la question on sait que g est aussi injectif. Donc g est un
endomorphisme bijectif de R[X]. Conclusion,

‘g € GL (R[X]) i.e. est un automorphisme de R[X]. ‘

Soit P € R[X]. On pose pour tout n € N,

2" —1
D)« g"(P):%n T P(X;k) )
k=0

Initialisation. Sin =0, on a ¢° (P) = Idg|x) (P) = P. D’autre part,

2n—1 0
o Z (XH“) > P(X+k)=P(X)=P.

k=0

Donc ¢° (P) = P et & (0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons &(n). Montrons que & (n + 1)
est vraie. On a

Donc par hypothese de récurrence,

123 (X +k 24l X+k
gt (P) = g<2n Z P( 2—: )) o Z g< ( + >> car g est linéaire.

14/16
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X;k) Par définition de g,
Qk( >+Qk(X+1ﬂ

(X—i—2k) <X+2k+1)]
P .
2n+1

Pour tout k € [0;2" — 1], posons Qp = P (

o (P(555)) = (@0 =

Il
N~ N~ N~
r r 1
=
/'\

Alors,
| X + 2k X +2k+1
n+1 _
g (P)_2"Z2[P< 2n+1>+P< on+1 ﬂ
1 2l X 4ok 2l X 4okl
:2n+1( ZP( 2n+1 ) + ZP( 2n+1 > )

TV
somme des termes pairs entre 1 et 2™  somme des termes impairs entre 1 et 2™

X +k
- 2n+1Z <2n+1 )

Donc &Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

1 2=t <X+k)
P e RIX "(P) = — P .

18. Soit P € R[X]. Posons P la fonction polynomiale associée. Alors P € € (R) et donc P est notamment
continue. En posant a = 0 et b = 1, on reconnait une somme de Riemann :

VN e N' 1%13(’“)—1%15( “)
' N&Z= \N/ N N /-’

Ainsi, la suite converge et

Conclusion,
1
N1—1>I—I&-IOONZP< > /0 Pt)de
. RX]=R . . . .
19. Soit 9 : La fonction v est linéaire (facile). Donc par la question [17.] pour tout n € N,
P— P(1).
. 1°& (X +k ! X +k 1°& (1+k
v =e(z x r(50) =5 2o (P(50) =5 2 p(50)
k=0 k=0

Par le glissement d’indice k=k+1, pour tout n € N,
12
Ve P) =gi 2. P (5)-
15
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Posons pour tout N € N, u,, = % fo\le P (%) Alors, pour tout n € N,

(8

—

g" (P)) = ug(n)-

La fonction @ : n +— 2" est strictement croissante de N dans N. Donc la suite (ué(n))neN est une suite
extraite de (un)yen- Deés lors,

. A o
Jm (g (P) = T ua = lim un.

1
Or par la question précédente, Nlim Uy = / P(t) dt. Conclusion,
0

—+00

lim o (g" (P)) = /01 P(t) dt.

n—-+o00
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