
Mathématiques PTSI, DM5 2022/2023

Devoir Maison 5
Matrices, analyse asymptotique

A faire pour le jeudi 05 janvier

Exercice I - Calcul matriciel

Dans ce problème, on considère la matrice A suivante :

A =

Ñ
−7 0 −8
4 1 4
4 0 5

é
.

L’objectif de ce problème est de calculer les puissances de la matrice A de plusieurs façons différentes.

Partie 1 : Newton ouvre le jeu en travaillant en binôme

On considère
J = 1

4 (A + 3I3)

1. Calculer J2.

2. En déduire Jk pour tout k ∈ N.

3. Montrer que :

(⋆) ∀n ∈ N, An = (−3)nI3 + (1 − (−3)n) J

4. En déduire An en fonction de ses coefficients pour tout n ∈ N.

5. Montrer que la formule (⋆) reste valable pour n = −1.

6. Montrer que la formule (⋆) reste valable pour tout n ∈ Z.

Partie 2 : Euclide reprend l’avantage en divisant l’équipe adverse

7. Calculer A2 + 2A, puis en déduire un polynôme annulateur P (X) de la matrice A de degré 2.

8. En déduire à nouveau que A est inversible et que son inverse est un polynôme en A.

9. Déterminer le reste de la division euclidienne de Xn par P (X) pour tout n ∈ N.

10. En déduire An en fonction de ses coefficients pour tout n ∈ N.

Partie 3 : Gauss se pose en pivot du match

Soient λ ∈ R et (Sλ) l’équation suivante d’inconnue X =

x
y
z

 ∈ R3 :

(Sλ) : (λ I3 − A) X = 0R3 .

On note Sλ l’ensemble des solutions de (Sλ).

11. Déterminer suivant les valeurs de λ, l’ensemble Sλ.
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12. On note λ1 et λ2, λ1 < λ2 les deux réels pour lesquels Sλ ̸= {0R3}. Vérifier que λ1 +2 λ2 = Tr (A).

13. On pose e1 =

−2
1
1

, e2 =

0
1
0

 et e3 =

 1
0

−1

. Pour tout i ∈ J1; 3K, calculer Aei et en déduire que

ei ∈ Sλ1 ou ei ∈ Sλ2 .

Partie 4 : Un but en diagonale conclut la rencontre

On considère la matrice P :

P =

Ñ
−2 0 1
1 1 0
1 0 −1

é
.

14. On admet dans cette question que P est inversible.
Montrer, sans calculer P −1, que Tr

(
P −1AP

)
= Tr (A).

15. Montrer que P est inversible et calculer P −1.

16. Calculer D = P −1AP . Préciser Tr (D), est-ce cohérent ?

17. Exprimer An en fonction de P , P −1 et Dn pour tout n ∈ N.

18. Le résultat précédent reste-t-il vrai pour n = −1 ∈ Z ?

19. En déduire An en fonction de ses coefficients pour tout n ∈ N.

Exercice II - Analyse asymptotique

Le but de ce problème n’est pas de donner une, ni deux, ni trois, ni quatre mais cinq méthodes pour
déterminer le développement limité de la fonction tangente en 0 !

Préliminaires

1. Justifier l’existence d’un développement à l’ordre 5 en 0 de la fonction tangente.

Soient (a0, a1, a2, a3, a4, a5) ∈ R5 les coefficients du développement limité de la fonction tangente i.e.

tan(x) =
x→0

a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + o
(
x5) .

2. Justifier que certains coefficients sont nuls.

3. En utilisant l’équivalent usuel de la fonction tangente, déterminer proprement a1.

On admet dans toute la suite que

tan(x) =
x→0

a1x + a3x3 + a5x5 + o
(
x5) ,

et l’on cherche à retrouver les valeurs de a1, a3, a5.

Méthode 1 : Taylor est une brute

4. Exprimer pour chaque k ∈ J1; 5K, tan(k) sous la forme Pk ◦ tan où Pk est un polynôme que l’on
précisera.

5. En déduire le développement limité de la fonction arctan en 0 à l’ordre 5.
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Méthode 2 : avec la réciproque, c’est sans équivoque

6. Soit n ∈ N.

(a) Déterminer un développement limité à l’ordre 2n de la fonction x 7→ 1
1+x2 en 0.

(b) Déterminer un développement limité à l’ordre 2n + 1 de la fonction arctan en 0.
(c) Préciser alors le développement limité de la fonction arctan en 0 à l’ordre 5.

7. Déterminer le développement limité de la fonction tan (arctan(x)) quand x → 0 en fonction de a1, a3
et a5.

8. Sur quel ensemble a-t-on tan (arctan(x)) = x ?

9. En déduire les valeurs de a1, a3 et a5 et exprimer le développement limité de la fonction tangente en
0 à l’ordre 5.

Méthode 3 : quand sinus et cosinus prennent la tangente

10. Exprimer le développement limité en 0 de x 7→ sin(x) et de x 7→ cos(x) à l’ordre 5.

11. En déduire à nouveau le développement limité de la fonction tangente en 0 à l’ordre 5.

Méthode 4 : laissons-nous dériver petit à petit

12. A l’aide de la question 3., déterminer un développement limité à l’ordre 2 de x 7→ 1 + tan2(x) en 0.

13. En déduire un développement limité d’ordre 3 de tangente en 0.

14. En réappliquant la même méthode, déterminer à nouveau le développement limité de la fonction
tangente en 0 à l’ordre 5.

Une petite dernière pour la route !

15. Déterminer un développement limité à l’ordre 4 en 0 de x 7→ 1
cos2(x) .

16. En déduire une dernière fois le développement limité de la fonction tangente en 0 à l’ordre 5.
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Exercice III - Bonus !

Voici un extrait de Pour La Science de décembre 2022 qui résume un articule de A. Fawzi et al paru
dans Nature en 2022.

1. Expliquer pourquoi la multiplication matricielle de deux matrices de Mn (R) demande n3 multiplica-
tions de réels.

2. Soient A =
Å

a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

ã
et B =

Å
b1,1 b1,2
b2,1 b2,2

ã
. On pose

m1 = (a1,1 + a2,2) (b1,1 + b2,2) , m2 = (a2,1 + a2,2) b1,1, m3 = a1,1 (b1,2 − b2,2)
m4 = a2,2 (b2,1 − b1,1) , m5 = (a1,1 + a1,2) b2,2, m6 = (a2,1 − a1,1) (b1,1 + b1,2)

m7 = (a1,2 − a2,2) (b2,1 + b2,2)

Retrouver la méthode du mathématicien allemand Volker STRASSEN en dimension 2×2 en montrant
que chaque coefficient ci,j de la matrice C = AB peut s’écrire en fonction des sept nombres mk.
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