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Correction du Devoir Maison 5
Matrices et analyse asymptotique

Du jeudi 05 décembre

Exercice I - Calcul matriciel

Dans ce probléme, on considere la matrice A suivante :

-7 0 -8
A= 4 1 4
4 0 5

L’objectif de ce probléme est de calculer les puissances de la matrice A de plusieurs facons différentes.

Partie 1 : Newton ouvre le jeu en travaillant en binéme

On considére )

1. Par définition,

. ~7 0 -8 300 L[4 0 8 -1 0 -2
J:i 4 1 4 |+10 30 =3 4 4 4 |=(1 1 1
4 0 5 00 3 4 0 8 1 0 2
Par suite,
-1 0 -2 -1 0 -2 -1 0 -2
J2=11 1 1 )x|l1 1 1 ]=[1 1 1
1 0 2 1 0 2 1 2
Conclusion,
J? =

2. On pose pour tout k € N*, (k) : « J* = J ». Procédons par récurrence.
Initialisation. Si k = 1, alors J! = J et donc & (1) est vraie.

Hérédité. Soit k € N*. Supposons & (k) vraie et montrons alors que & (k + 1) est vraie. On a

JHHL = Jgky=JgJ=J2 par hypothese de récurrence

=J d’apres la question précédente.

Donc & (k + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout k € N*, Z(k) est vraie et donc

gk _ J sik>1
| sik=0.
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3. Ona A =4J—3I5. De plus J et I3 COMMUTENT. Donc par la formule du binéme de Newton, pour
tout n € N*,

A" = (4] — 3I3)" = an (Z) (4)F (=315)" "

k=0
_ Z (Z) 4k (_S)nfk Jk
k=0
=(=3)" I3+ Z (Z) gk (=3 =k g par ce qui précede et car n > 1
k=1
Y (z (Z) 4k (gt <—3>”) J
k=0

On note que cette formule reste encore vraie si n = 0. Conclusion,

(%) (VneN, A" = (=3)"I3 + (1 - (=3)") J.|

4. D’apres la question précédente, pour tout n € N, on a directement

100 -1 0 -2
A= (=3)"I+(1—(=3)")J=(=3)"10 1 0)+(1—-(=3)") 1 1 1
0 0 1 1 0 2
Conclusion,
2(=3)" -1 0 2(-3)" -2
Vn € N, A= 1—-(-3)" 1 1-—(=3)"
1—(=3)" 0 2—(=3)"
On contréle son résultat pour n =0 oun = 1.
5. Sin = —1, posons
1 1 4 1
B=(-3)"I 1—(=3)"J=—-=I <1 ,)J:,J_,]_
(=3)" I+ (1 -(=3)") g+ {1+3 3/~ 313
On observe que
4 1
AB = (4J - 3I <7J—71)
(4 =315) (57 - 575
16 4
=—J - J—4J+1
3 3 i
16 16
= ?J — ?J + I3 d’apres la question 1
=1I3.
Par conséquent, on en déduit que A est inversible. De plus,
Alopody oLl (=3) "I+ (1—-(=3)")J
3 3 '

Conclusion,

’ (%) reste valable pour n = —1. ‘
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6. Soit p € N*,
Méthode 1. Posons

By

Alors, par la question [3.]on a

A7By = (3T + (1 - (-3)") )

I3 + ((—3)p +

I5.

(=3)"

(=3) "Iz + (1 - (=3)7") J =

(=3)"

13+((—3)”—1)J+<(_13)1)—1>J

I3 +

+

(
gl_

- 2> J+ (2 e (—3)*”) J? d’apres la question 1, J% = J

Donc AP est inversible et A™P = B, = ﬁ]g + (1 — (_é)p) J. Donc (%) est encore vrai pour tout

n = —p € Z \ N. Conclusion,

‘ (%) reste valable pour tout n € Z. ‘

Méthode 2. D’apres la question précédente et la formule du bindme de Newton, applicable car I3 et J

COMMUTENT, on a

AP =(ATH
4.1

d’apres la question 2

=(-3)PIs+ (1—-(-3)7)J

Ainsi (%) est encore vrai pour tout n = —p € Z \ N. Conclusion,

‘ (%) reste valable pour tout n € Z.

Partie 2 : Euclide reprend ’avantage en divisant I’équipe adverse

7. On a les égalités entre matrices suivantes :

A% +2A =

-7
4
4

17
-8
-8

O O W

o w o

0

O RO O

w O O

-8 -7 0 -8 -7 0 -8
4 Ix[ 4 1 4 )+2 4 1 4
5 4 0 5 4 0 5
16 -14 0 -16
-8 | + 8 2 8
-7 8§ 0 10
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Ainsi, | A2 + 24 = 313 | En posant | P(X) = X? +2X — 3|, on observe bien que P(X) est

un polynéme annulateur de A‘ : P(A) = 0s.

8. Par la question précédente, A (A + 2I3) = 313 i.e. A[3 (A + 2I3)] = I3. Donc ‘ A est inversible | et

1

A*lzé(AHIg):Pl(A), avee P (X) =

(X +2).

9. Soit n € N. Par la division euclidienne pour les polynomes, il existe () et R deux polynoémes tels que
X" = Q(X)P(X) + R(X),
avec R un polynome de degré au plus 1 : il existe (a,b) € R? tel que R(X) =aX + b :
X"=Q(X)P(X)+aX +b.

On note que 1 et —3 sont les deux racines de P (faire un discriminant si besoin) : P(1) = P(—3) = 0.
Donc en évaluant 1’égalité précédente en 1 et en —3, on a

1"=Q(1)x0+a+b N l=a+0b
(-3)"=Q(-3)x0—3a+Db (=3)"=—=3a+b

b=1-a
(=3)"=-3a+1—a=1—4a

p_ 3+(=3)"
= 4 on

4

Donc pour tout n € N, le reste de la division euclidienne de X™ par P(X) est

R(X)

1 (=3)" 3+ (=3)"
= 1 X+ 1 )

10. D’apres les questions précédentes, on a pour tout n € N,

1) 3+ (=3)"

A" = Q(A)P(A)+R(A) A+ I3
=03
n /=7 0 -8 o /100
:1_(4_3) 4 1 4 +3+(43> 01 0
4 0 5 00 1

Conclusion,

—1+2(=3)" 0 —2+2(-3)"
A= 1-(-3)" 1 1—(=-3)"
1—(=3)" 0 2—(=3)"

On retrouve bien le résultat de la question

Partie 3 : Gauss se pose en pivot du match

8

Soient A € R et (Sy) ’équation suivante d’inconnue X = |y| € R3 :

N

(Sy) : (M3 — A) X = Ogs.

On note .#) I'ensemble des solutions de (Sy).

4/f6
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11. On a les équivalences suivantes :

A0 0 -7 0 -8 T 0
S) e 0XxO0)—[4 1 4 < |yl = o
0 0 A 4 0 5 z 0
A+7 0 8 E [0
& -4 A-1 -4 y| = |0
4 0 A-5/)12 o
(A+7)x + 8= 0]
& —drx+A-1)y—4z | = |0
—4dx+ (A-5) =z 0]
A+7)z+82=0
& —4r+ AN-1)y—42=0

—4dr 4+ (A=5)z=0

On applique alors naturellement le pivot de Gauss en gardant en téte que z, y et z sont nos inconnues
tandis que A est un parametre fixé. On a alors les équivalences suivantes :

—4dr+(A=5)z=0
(Sx) & —dr+(A-1)y—42=0 Ly + Lg
A+Tx+82=0
—dx+(A=5)z=0
& A=1Dy+(—4—-X+5)z=0
(8+ QDA — 0

—4dr+(A=5)z=0

& A=1D)y+(1=X)z=0
3242 12035, _
SN H2AI0 5 =

L2<—L2—L1
Lg(—Lgﬂ-%Ll

—dx+(A=5)z=0
& A-1y+(1-X)z=0 Ly« 4L3
(M4+2X1-3)2=0
—4x+(A=5)z=0
& A-1Dy+(1—-XNz=0
A=1)(A+3)z=0

Premier cas, supposons A € R\ {—3;1}. Dans ce cas, on a

—4x 4+ (A=5)z=0

(S)) & A-1Dy+(1-XN)z=0 L3 < ng car (A—=1)(A+3)#0
z=0
—4x =0
& A-1)y=0
z=0
& r=y=2z=0 car A—1#0.

Dans ce cas,
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12.

13.

Deuxieme cas, A = 1. Dans ce cas,

—4xr—42z=0
(S1) & 0= & z = —I.
0=
Dans ce cas,
1 0
ylz{(m,y,—:c)eR2|(x,y)€R2}:Vect 01,1
-1 1
Troisiéme cas, A = —3. Dans ce cas,
—4xr—82=0 5
r=—2z
(S-3) = —4y+42=0 & {
y=z
0=0
Dans ce cas, on obtient,
—2
5”_3:{(—22,2,2)611%2|z€R}:Vect 1
1
Conclusion,
{Oga} si Ae R\ {-3;1}
A= {(z,y,—z) eR?* | (z,y) eR*} si A=1
{(—2z,2,2) eR?* | z e R} si A=-3

Par la question précédente, on a Ay = —3 et A2 = 1. Donc on a d’une part, A\ +2 Ay = =3+2x1 = —1.
D’autre part, Tr (4) = =7+ 1+ 5 = —1. Conclusion, on a bien,

)\1+2/\2:T1”(A).‘

On dit que \1 et Ay sont des valeurs propres de A. Puisque .1 est un plan, donc de dimension 2 et
_3 une droite, de dimension 1, ce résultat sur la somme pondérée par les dimensions valant la trace
de la matrice est un résultat plus général que vous verrez en seconde année.

-2 0 1
Onposee;=|1|,ea=|1| ete3=| 0 |. On a les égalités entre vecteurs suivants :
1 0 -1
-7 0 -8 -2 6 -2
Aer=| 4 1 4 11 =1-3==-3[1] =-3e;1.
4 0 5 1 -3 1

Donc (313 — A)e; =0 i.e. e; € .%_3. De méme,

-7 0 -8 0 0 -7 0 -8 1 1
Aey = 4 1 4 1{ = 1] =e9 et Aeg = 4 1 4 0= =e3
4 0 5 0 0 4 0 5 —1 -1
Donc ey € .7 et e3 € .#. Conclusion,
Ae; = —3e1, Aes = eg, Aeg = e3 i.e. e1 € Y3, (e2,e3) € 5”12.

6/i6
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Partie 4 : Un but en diagonale conclut la rencontre

On consideére la matrice P :

-2 0 1
P = 1 1 0
1 0 -1

14. On admet dans cette question que P est inversible. On sait d’apres le cours que Tr (UV) = Tr (VU)
(mais n'est pas égal & Tr(U) Tr(V) en général). Dés lors, en prenant U = P~! et V = AP, on obtient

Tr (P7'AP) = Tr (APP™') = Tr (Al3) =

Conclusion,

Tr (P'AP) = Tr (A).

15. On a les opérations élémentaires suivantes :

Tr(A).

-2 0 1 1 00
P=(1 1 o0 Ir=[0 1 0
1 0 -1 001
1 1 0 010
~ -2 0 1 L+ Lo ~11 0 O L1 < Lo
“\1 0 -1 Z\o0 0 1
1 1 0
- 0 9 1 Lo+ Lo+ 24 (1) ; 8 Lo <+ Lo+ 214
Z 0 -1 -1 L3« L3— 1, < 0 -1 1 L3 %Lg—Ll
1 1 0 0 1 0
~10 -1 -1 Ly <> L3 ~10 -1 1 Ly < L
“\o 2 1 “\1 2 o0
10 0 1 0
AL -1 L3 + L3+ 2L, ~|o -1 L3 < L3+ 2L,
0 0 1 0 2
1 1 0 0o 1 0
~ 0 —1 0 LQ(—LQ—Lg ~ -1 -1 -1 LQ %LQ—Lg
“\o 0 -1 Z\1 0 2
1 0 -1 0 -1
~10 —1 0 L+ L1+ Lo ; -1 -1 -1 L+ L1+ Lo
“\o o0 -1 1 0 2
-1 0 -1
(1) (1) 8 LQ <— —L2 ~ 1 1 1 L2 — _L2
< 00 1 Ly <+ —L3 <z 10 -2 L3+ —L3

N’oubliez pas de vérifier votre résultat.

On a donc montré que P p I3, donc \ P est inversible\ de plus, on a

-1 0 -1
Pl=11 1 1
-1 0 -2

7/i6
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16. On a
-7 0 -8 -2 0 1 -1 0 -1 6 0 1 -3 00
P'AP=P ' 4 1 4 1 1 0])=1 1 1])][-31 0]=(0 10
4 0 5 1 0 -1 -1 0 -2 -3 0 -1 0 0 1
Conclusion, on obtient
-3 00
D=P'AP=( 0 1
0 01
On retrouve les valeurs propres Ay et Aa...
De plus,
Tr(D)=-3+1+1=-1="Tr(4),]
ce qui est bien cohérent avec la question
17. En multipliant & droite par P~! et & gauche par P, on sait alors également que A = PDP~!,
On pose pour tout n € N, Z (n) : « A" = PD"P~! ». Procédons par récurrence.
Initialisation. Sin =0, on a PD"P~! = PI3P~! = I3 = A°. Donc Z(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que & (n) = £ (n+ 1). Supposons & (n) vraie. Montrons alors
que & (n+ 1) est vraie. On a
At = A"A = PD"P71A par hypothese de récurrence
=pPD"P'PDP!
= PD"DP!
=pPp"tpt
Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N,
A" =pp"p!
18. Ona A= PDP~'. Or D est une matrice diagonale avec des coefficients diagonaux non nuls donc D
est inversible et
-3 00
D=0 10
0 01
Donc A est le produit de trois matrices inversibles. Donc A est inversible et
At =(ppP Y ' = (P 'D P =PD P,
Conclusion, |le résultat est encore vrai pour n = —1 ‘
00
19. Soit n € N. Puisque D™ = 1 0),ona
0 1
(=3)" 0 0 -1 0 -1 -2 0 1 —(=3)" 0 —(=3)"
A" =P 0 10 1 1 1 |J=[1 1 0 1 1 1
0 01 -1 0 -2 1 0 -1 -1 0 -2
On retrouve a nouveau le résultat précédent
2(=3)"—=1 0 2(-3)" -2
vneN, A= 1-(=3" 1 1-(=3"
1—(=3)" 0 2—(=3)"
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Exercice 1II - S’entrainer

Le but de ce probléeme n’est pas de donner une, ni deux, ni trois, ni quatre mais cinq méthodes pour
déterminer le développement limité de la fonction tangente en 0!

Préliminaires

1. La fonction tangente est ¥ en 0 et donc pour tout n € N, la fonction tangente est €™ en 0 et d’apres
le cours admet donc un développement limité a ’ordre n en 0. En particulier pour n =5,

la fonction tangente est €° donc admet un développement limité & Pordre 5 en 0.

Soient (ag, a1, as, as,as,as) € R® les coefficients du développement limité de la fonction tangente i.e.
tan(x) =, @ + a1z + asx® + azz® + agxt + as2® + o (w5) .
r—r

2. On sait que la fonction tangente est une fonction impaire sur R. Donc d’apres le cours, on sait que en 0
(trés important) son développement limité n’admet que des monémes de degré impair. Par conséquent,

‘a0=a2=a4=0.‘

On obtient alors
tan(z) = a1z + azz® + asz” + o (2°).
x—0

3. On sait que tan(x) ~oF i.e. tan(x) =, o(x). Or par troncature du développement précédent, on
T— z—
a

tan(x) =, M +o (x).
%

T

Donc par unicité du développement limité,

On admet dans toute la suite que

tan(z) =, mr azz® + asz” + o (2°),

et 'on cherche a retrouver les valeurs de a1, ag, as.

Méthode 1 : Taylor est une brute
4. La fonction tan est cing fois dérivable sur U = R \ { 5+ km ‘ k€ Z}. De plus sur U, on a
tan’ = 1 + tan? .
Donc en posant Py = X2 + 1, on a bien tan = P; (tan). Puis,
tan” = 2tan’ tan = 2 (1 + tan®) tan = 2tan® 42 tan
tan® = tan’ (6 tan? —1—2) = (tzm2 +1) (6 tan? +2) = 6tan® +6 tan? +2 tan® +2 = 6 tan* +8 tan? +2
tan® = tan’ (24 tan® +16 tan)
= (tan2 +1) (24 tan® +16 tan)
= 24 tan® +16 tan® +24 tan® +16 tan
= 24 tan® +40 tan® +16 tan
tan® = tan’ (120 tan? 4120 tan? —|—16)
= (tan®+1) (120 tan® +120 tan® +16)
= 120tan® +120 tan® +16 tan® +-120 tan* +120 tan® +16
= 120 tan® +240 tan* +136 tan” +16.

o6
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P =X?41, P, =2X3% 42X, Py =6X*+8X2+2

et

Py =24X° +40X3 + 16X, Ps = 120X5 4+ 240X* + 136 X2 + 16,

on a bien

vk € [1;5], tan® = P, o tan.

5. Puisque 0 € U = R\ {§ + k7 | k € Z}, on évalue les relations précédentes en 0. On a tan(0) = 0.
Donc pour tout k € [1;5], tan*)(0) = P, (tan(0)) = P,(0). Ainsi,

tan’(0) =1, tan®(0) =0, tan®(0)=2, tan®(0)=0,  tan®(0) = 16.
Or par la formule de Taylor-Young, puisque tan est 4 au voisinage de 0, on a

> tan®(0)

tan(z) = Z — °
k=0 ’
B , tan®(0) , tan®(0) 5 tan®(0) , tan®)(0) | 5
x:Otan(0)+tan(O)x+ 5 % + ¢ + YR + 70 % + 0 (z°)
223 162° 5
e A TR

Conclusion,

Méthode 2 : avec la réciproque, c’est sans équivoque
6. Soit n € N.
(a) D’apres le cours, on sait que

1 _ 2 3 n_ n ny __ < k Kk n
1+uu;01—u—|—u —u’+ -4+ (=D)"u" +o(u )UQOZ(—I) u” +o(u").

Donc en posant © = 22 — 0, on a
z—0

1 n
s Lt e ()M o (a7) = 3 (<) o (7).

(b) On sait que la fonction arctan est une primitive de z — ﬁ sur R. Donc par la question
précédente et le théoreme de primitivation des développements limités, on en déduit que

R g2t i1
arctan(x) = arctan(0) + z — 5 + =% +--+(-1) o T 1 + o (z*"*)
n L a2kt -
_ _ n
= arctan(0) + Z (—1) ST + o (z*"1).

k=0

10/[16]



; ! Mathématiques PTSI, DM5 Cor 2022/2023

Comme arctan(0) = 0,

3 5 7 2n+1
X Xz Xz xr
arctan(m) xio €T — ? —+ g — 7 + -+ (_1)71

ou encore

- g ot 2n+1
arctan(x) = ,;) (-1) ST + o (z*").

Observez que l'on a que des monomes de degré impair, ce qui est normal car la fonction arctan
est impaire sur R.

(¢) En particulier si n = 2, on déduit de la question précédente que

2 2P

arctan(z) =t~ g tgto (z°).

7. D’apres la partie précédente, on sait que

tan(u) o v + azu® + asu’® + o (u5) .

Posons u = arctan(z) —5 0. Alors, d’apres la question précédente,
T—

u:aj—g—{—g—i—o(xﬂ
3 5 3 5
2 _ o 5 _r 5
u —(m 3+5+0(x)><a: 3+ —|—0(x)>
x? x?
:x2—§+0(x5) §+0(x5)
4
=2 - 2% +o (x5)
3 5 4
ud = (:1:—%4—%—1—0(965)) (xQ—%+o(aﬁ5)>
5 5
=28 -2 10 (@%) - T 4o ()
=2 — 2% + 0 (2°)
uwd = u?ud = (x2 — 227 +o (m5)> (z° —2° + 0 (2°))
B B 3
=z +0(x5)
Ainsi,
23 5 .
tan (arctan(z)) =, 0 —ay + a1+ + 0 (2°)
+ asx® — asad® + 0 (z°)
+ azx® + 0 (2°)
ar\ - a1
ij a1x + (ag — ?) z3 + <E —as + a5> x° +o0 (xS) .
Conclusion,

tan (arctan(z)) =, mT+ (CL3 — %) z® + (% —as + a5) 2’ +o(z°).
x

11/16



&

8. D’apres sa définition, la fonction arctan est la réciproque de la restriction de la fonction tangente a
ensemble |—%; 5 [. On sait que ‘pour tout x € R, tan (arctan(z)) = x ‘
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Attention linverse est faur ! arctan (tan(z)) # x en général.

9. Des deux questions précédentes, on en déduit que
_ a1y 3 a1 5 5
Ix:0a1$+ <a3—§>a: + (g—a3+a5>x —|—0(a: )

Donc par unicité des coefficient d’un développement limité, on a nécessairement

a1 =1 a; =1
o = o qm=%=}
“—az3+a;=0 %z@,—%z%—%z%.
Conclusion as = E as = 2 et
y |01 — L}y |43 — 3P 5 — 15
3 5
T 2z 5
tan(x) x—0x+§+1—5+0($ )
Méthode 3 : quand sinus et cosinus prennent la tangente
10. D’apres le cours, on sait que
3 5
‘ _ T T 5
sin(z) 0% 6 + 120 + o0 (z°)
()_1x2+$4+(5)
cos(z) = 5 T tol@).
11. De la question précédente, on obtient
sin(z) $—%3+%+0(x5)

tan(x) =

cos(x) z—0 1 — % + % + 0 (z9)

2 4
Or-L = 1—-wu+u2—u?+0(u3). Doncenposant u = —% +Z +0(2°) — 0, on a
T+u u—0 ( ) p x—0 2 24 ( ):c—>0 ’

z? 2t 5
quO_?—i_ﬂ—i_O(x)

2 4 2 4
2 _ (T T 5 T 5
Qo( 5 Tor ™ ($)>< 2+24+0($)>
_ 5
x:>04+0(x)

Alors,
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et donc,

3 5 2 4
)
tne) =, (7= G+ g5 10 6@) (1475 + 5 +o )

T—r

Méthode 4 : laissons-nous dériver petit a petit

12. Par la question [3.[on a tan(x) =,Tto (x). Donc
z—

1 + tan?(z) =, 14 (z+ o0 (z))? = 14 22 + 220 (z) + o (z)?.

T— x

Conclusion,

1 + tan®(z) =, 1+22+o0 ($2) .
%

T

13. Par primitivation des développements limités, on déduit de la question précédente que
3 3
tan(x) o tan(0) + = + 3 + o (z”).

Donc

3
tan(z) =t To (z%).

T— 3

14. Donc en prenant ce nouveau développement limité de la fonction tangente, on trouve

1:3 $3
1+¢an%x)x3014—(x4—:3—+o(xﬂ> Qr+3-+o(x%>
4

4

X T
=1 2,2 4H 42
= +x-+34w4x)+3

+o (a;4)

2t

3 +0(x4).

= 1+a2%+
0

xT—

Alors par intégration des développements limités,

3 220 5
tan(x) = tan(0) + = + 3 + T +o0(z°).

Finalement, pour la quatrieme fois, on retrouve toujours le méme résultat,

13/]16]
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Une petite derniére pour la route!

15. On sait que cos(x) =, 1-— %2 + % + 0 (z*). Donc
z—

cos?(z) — (1_a:2+x4+0(x4)) (1_332+:U4+o(q;4))

z—0 2 24 2 24
2 4 2 4 4
B r© oz N T 4N T 4
w:01—3+ﬂ+o(x)—3+Z+o(x)+ﬂ+o(x)
1+6+1
_ g2 4 4
x:()l r° + 2 x+0(:c)
2, o 4
= 1-= —l—g—i—o(a:).
Par suite, on obtient,
I 1
cos?(z) @0 1 — g2 4+ %4 +o(zh)
: 1 _ 2 2 ) 4 4
On sait quemuzol—u—i-u + o0 (u?). Posons u(z) = —z* + % + o (2*). On a alors,
. —
u(x)m—mo

o u(x) = —2? + % + o (a*)

e Puis,

e Puisque u(z)? ~ %, on obtient o (u(x)?) =,° (2?).

z—0 r—
Des lors,
1 _ 2 4 4
+zt 4o (a?)
+o (2*)
o 1 +a? —i—% +o (x4) .
Conclusion,
1 5 2xt 4
cos?(x) :c:>01+$ —i—?—i—o(ac )

16. On sait que la fonction tangente est une primitive de = > ﬁ(@ sur l'intervalle }—%; g[ (voisinage

de 0). Donc par la question précédente et le théoréme de primitivation des développements limités on
obtient 5 5
T 2x 5
tan(x) = tan(0) + = + 3t e (z°) .

Conclusion, on commence a étre serein sur notre résultat, on obtient
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Exercice II1I - Bonus!

1. Pour calculer le produit matriciel AB avec A et B deux matrices de taille n : (4, B) € .#, (R)*. On
doit pour chaque coefficient utiliser la formule bien connue

n
v (i,5) € [1;n]?, Cij =Y airby;-
k=1

Ainsi, pour (i,j) € [1;n]? le calcul de ¢;; demande de sommer n produits et donc demande de
calculer n produits. Or la matrice C possede n x n = n? coefficients. Donc au total, on obtient bien

n x n? = n? produits pour calculer AB.

2. Soient A = (al’l a1,2> et B = <b1’1 b1’2>. On pose

a1 22 b1 ba22
my = (a1,1 +az2) (b1 +b22), mo = (ag1 + az2) b1, m3 = a1 (b2 — b22)
my = azz2 (bag —b11), ms = (a11 + a12) ba 2, me = (ag1 —a1,1) (bi,1 + b12)

my = (a12 — ag2) (b2 + b22)

On obtient donc

m1 = a1,1b1,1 +a1,1022 + azs 2011 + az 2022
ma = a2,1b1,1 + a22b1 1
m3 = a1,1b12 — a1,1b22
my = a2bs 1 — az2b11
ms = a1,1b2.2 + a12b22
me = a,1b11 +az1b12 —a1,1b11 —a11b12
my = a1,2ba1 + a12b22 — asoba 1 — az 2b2 2.
Onacii =ar1bi,1+aipbai. Orar1big = mi—ar1ba2—as2bi 1 —a22b22 et a1 2ba1 = m7—ai2b2 2+
a272()271 + a27zbg72. Donc
c1,1 = m1 — a,1ba2 — ag b1 — az2b22 + M7 — ai2b22 + az2b21 + az2b2 2
=mi +my — (a1,1b22 + a1,2b22) + az2b21 — az2b11
=mq +m7 — ms + my.

De méme, on a

c12 = a1,1b12 + a1 2022

=mg3+ai1ba2 +ms —ay1b22

= m3 + ms.
Et,
c2,1 = ag,1b1,1 + az2b21
=mg — ag2b1,1 + M4 — az2b1 1
= mg + my.
Enfin,

C22 = a2,1b12 + az2b2 2
=mg — az,1b11 + a1,1b1,1 +a1,1b12 +my —a1,1b11 — ai,1b22 — az2b11
=me +m1 — (a2,1b1,1 + ag2b11) + a1,1b12 — a1,1b22

= mg -+ mi1 — mg + ms.
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Conclusion, pour trouver tous les coefficients de la matrice C, il suffit de calculer les sept nombres my,
et on obtient alors les ¢; ; par les sommes suivantes :

1,1 =mi1+mg—ms+my, Ci2=m3+ms, C21=mM2+ My, Cz2=m1— M2+ m3+msg.
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