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Devoir Maison 8
Espaces vectoriels et séries numériques

A faire pour le jeudi 9 mars

Probleme I - Espaces vectoriels

Soient n € N et E = R,,[X]. Dans E?, on consideére 'application suivante :

() F* SR

(P,Q) = (P,Q) = P(k)Q(k).

k=0

_ )

Soient (P, Q) € E?, on dit que P et @ sont orthogonaux si et seulement si

<Pa Q> = OR-

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On définit ’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a tous les
vecteurs de F' par

FL={PcE|VQEF, (P,Q)=0r}.

Dans la suite F' désigne un sous-espace vectoriel de E. On note p = dim (F).

Partie 1 : L’orthogonal d’un espace vectoriel

1. Calculer (1, X) et <(X - 1)2,X>. On mettra les résultats sous forme factorisée.

2. Soit Py € E. Montrer que ’ensemble des polyndémes orthogonaux a P :
G(P()) = {P ek | <P,P0> = OR},
est un espace vectoriel.

3. On suppose dans cette question que n = 2.

(
(

a) Déterminer la dimension de G (1).

)

b) Méme question pour G (X).

(c) Les espaces G (1) et G (X) sont-ils en somme directe ? Sont-ils supplémentaires ?
)

(d) Déterminer un supplémentaire de G (1).
4. Montrer que F- est un sous-espace vectoriel de E.

5. Soit P € E. Montrer que le seul polynéme orthogonal & lui méme est le polyndéme nul :

<P,P>:0]R = P:ORH[X]

6. En déduire que E+ = {0g}.

Ye



; ! Mathématiques PTSI, DM8 2022/2023

10.

11.

Déterminer {0z}~
Déduire de la question [5.| que F et F+ sont en somme directe.

Notons p = dim (F). En déduire un majorant de la dimension de F+.

On suppose p > 1. On note & = (ey, ..., ep) une base de F'. Montrer par double inclusion que
Fr={PeE|Vie[lip], (Pe)=0r}.
On suppose dans cette question que n = 2 et F' = Vect (1).

(a) Déduire de la question précédente F*.

(b) Montrer que F et F* sont supplémentaires.

Ce résultat est général, on a toujours F et F- supplémentaires... en dimension finie ! En dimen-
siom infinie il existe des cas ou cela ne marche pas.

. . il

(c) Calculer puis reconnaitre (F+)™.

On dit que (-,-) est un produit scalaire sur R,[X] car il est bilinéaire : linéaire par rapport d la premiére
variable P et a la seconde variable Q, symétrique : ¥V (P,Q) € E?, (P,Q) = (Q, P), positif : (P, P) > Og et
défini (c’est le résultat de la question[5]). L'espace (E,(-,-)) est alors un espace euclidien.

Partie 2 : Les polynémes de Lagrange

Pour tout i € [0;n], on pose

On considere alors la famille & = (Lo, ..., Ly).

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Soit i € [0;n].

Quel est le degré de L;?
Préciser pour tout j € [0;n] et j # 4, L; (§).

(a)
(b)
(c)
(d) Montrer que (L;, L;) = L; (i)*.

Quelles sont les racines de L; 7 Leur multiplicité ?

Pour tout (7,7) € [0;n], ¢ # j, montrer que L; et L; sont orthogonaux.
Montrer que .Z est libre.

En déduire que .Z est une base de E.

(a) Soit Pe Fet Q=P — Z L((Zz))LZ Montrer que pour tout k € [0;n], Q(k) = 0.
i=0

(b) En déduire les coordonnées de P dans .Z.

Application : si n = 2, préciser .Z puis déterminer 1'unique parabole passant par les points (0;2),
(1;0) et (2;1).



&

Probléme II - Etude d’une suite implicite par les séries

Mathématiques PTSI, DM8 2022/2023

On définit la suite (uy), oy PAr

Uy = T et VneN, upy) =uy— u%

On consideére également la fonction f définie sur [0; 1] par

f o+ (01 >R
T — 22,
1. (a) Déterminer le tableau de variation de f.
(b) Montrer que pour tout n € N,
o<u, <——.
" n+4
(c) Préciser la limite de (un),cy. Peut-on en déduire la nature de Z Up 7
neN
2. Déterminer la nature de la série Z u?.
neN
3. Soit = € [0;1[. Déterminer la nature de la série Z Upx".
neN
an+1

4. Soit (a une suite a valeurs dans R* . On suppose que lim
( n)neN + bp a n—+0o0  (Ap

=/>1.

(a) Montrer que qu’il existe ng € N, tel que pour tout n > ny,

+1
7

Api1 2 On

(b) En déduire que pour tout n > ny,

04 1\""0
(51

(¢) Déterminer alors la nature de la série Z -
neN

5. Soit z €]1; +o0o[. Montrer que Z upx’ diverge.
neN

u
6. (a) Déterminer la nature de la série E In ( ntl )
Un,
neN

(b) En déduire la nature de la série Z U
neN

7. On pose pour tout n € N, w, = nu,.
(a) Vérifier que pour tout n € N,
Wpt1 — Wy = Up (1 — (N4 1) uy).

(b) Montrer que (wp),,cy converge. On notera w sa limite.
(c) Justifier que w # 0 et en déduire un équivalent de u,,.

(d) Déterminer la nature de la série Z (Wp+1 — wy) et en déduire que w = 1.
neN
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