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Correction du Devoir Maison 8
Espaces vectoriels et séries numériques

Du jeudi 09 mars

Probléeme I - Espaces vectoriels

Soient n € N et E = R,,[X]. Dans E?, on considére I'application suivante :

() = FE? >R

(P.Q) = (P.Q) =) _ P(k)Q(k).

k=0

_ )

Soient (P, Q) € E?, on dit que P et () sont orthogonaux si et seulement si

<Pa Q> = OR-

Soit F' un sous-espace vectoriel de . On définit I’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a tous les

vecteurs de F' par
Ft={PcE|VQEF, (PQ)=0r}.

Dans la suite F' désigne un sous-espace vectoriel de E. On note p = dim (F).

Partie 1 : L’orthogonal d’un espace vectoriel

1. Par définition,

LX) = 1xk=Y k="nED
k=0 k=0 2
De méme,
(X -1)%,X) = i(k— 1%k
k=0
= f:(k3—2k2+k)
k=1
_n2(n+1)2 nn+1)2n+1) n(n+1)
= i _9 g N .
= %(3712-%371—872—44—6)
~ n(n+1)(3n® —5n+2)
B 12
_ n(n+1)(n—1)(3n—2).
12
Conclusion,
(1, X) = n(n2+ 1) ot <(X _1)? ,X> _ n(n+1) (n1; 1) (3n—2)




&
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2. Soit Py € E. On pose

G(PR)={PeE|[(P,PR) =0},

Montrons que G (Fp) est un sous-espace vectoriel de E. On observe les points suivants.

o G (Py) C E par définition.

¢ Si P =0,[x]- Alors, on a

Donc P = Og,[x] € G (Fo).

e Soient (A, 1) € R? et (P,Q) € G (Py)?. Donc par définition,

<P7P0>:<Q7P0>:0

Posons R = A P + uQ. Par suite,

<R7 P0> =

NE

R(k)Po(k)

il
o

(AP (k) + uQ(k)) Po(k)

I
NE

e
Il
o

NS P)PAR) + 1S QUk) Polk)
=0 k=0
(P, P,

k
0) + 1(Q, Fo)
car P € G (Py) et Q € G ().

Il
o >

Donc R=AP+ uQ € G(Ry) et G (Pp) est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion, G (Pp) est un sous-espace vectoriel de E et donc

‘ G (Py) est un espace vectoriel.

3. On suppose dans cette question que n = 2.

a) Soit e BF =Ry . Alors il existe (ag,a1,a2) € tel que P = ag + a1 X + a2 X“. On a alors
Soit P € E = Ry[X]. Al 1 R3 tel P X X2.0 !

les équivalences suivantes :

Ainsi,

PeG(1)

=

Tt ¢t 3

i3

<P71>:OR
2

> P(k)yx1=0
k=0

P(0)+ P(1)+ P(2) =0
ap + ap + a1 + az + ag + 2a1 +4a2 =0
3ag + 3a1 + bae =0

5
ag = —a1 — —a
0 1 3 2
2 5 0/2 2
P=ayX +a1X—a1—§a2:§(3X —5)+a1(X—1).

G (1) = Vect (3X*—5,X — 1)

=%

24



; ! Mathématiques PTSI, DMS8 Cor 2022/2023

(b)

La famille #; est donc génératrice de G (1). De plus %) est constituée de deux polynoémes de
degrés distincts (ou non colinéaires) donc % est libre. Donc %) est une base de G (1). Conclusion,

|dim (G (1)) = Card (%)) = 2|

Soit P = ag + a1 X + a2 X? € Ry[X]. On a les équivalences suivantes :

PeG(X) & (PX)=0g

2
& Y P(k)xk=0

k=0
& 0+ P(1)+2P(2)=0
= ag + a1 +as + 2ag + 4a1 + 8as =0
& 3ag + 5a1 +9as =0
<~ a0:—§a1—3a2

5)

& P:agX2+a1X—§a1—3a2:a2(X2—3)+%(X—5).

Ainsi,
G (X) = Vect (X* —3,X — 5)

—PBx

La famille Zx est donc génératrice de G (X). De plus Bx est constituée de deux polynémes
de degrés distincts (ou non colinéaires) donc Zx est libre. Donc #x est une base de G (X).
Conclusion,

‘dim X)) = Card (%x) = 2. ‘

On observe que dim (G (1)) + dim (G ( )) = 2+ 2 = 4. D’autre part, G(1) + G (X) est un
sous-espace vectoriel de E donc dim (G(1) + G (X)) < dim (E) =3 < 4 donc

dim (G (1)) + dim (G (X)) # dim (G(1) + G (X)).

Conclusion,

‘les espaces G (1) et G (X) ne sont pas en somme directe. ‘

Et donc a fortiori

‘les espaces G (1) et G (X) ne sont pas supplémentaires. ‘

On observe que dans G (1) il nous manque le degré 0. Posons H = Vect (1) et By = (1). Bu
est génératrice de H et est libre car constituée d’un seul vecteur non nul. Donc £y est une base
de H.

o Posons B = (%1, %Pn) = (?)X2 -5 X -1, 1). La famille £ est une famille de polyndémes
de degrés distincts donc A est libre. Or %) base de G (1) et By base de H. Donc par le
théoreme de la base adaptée, G (1) et H sont en somme directe.

e De plus, on a vu que dim (G (1)) = 2 et dim (H ) = Card (%) = 1 car By base de H. Donc
dim (G (1)) + dim (H) = 3 = dim (F).

Conclusion,

’H = Vect (1) est un supplémentaire de G (1)‘

NB : H est aussi un supplémentaire de G (X). Pourtant G(X) # G (1). En effet X —1 € G (1)
et pourtant,

2
(X-1,X)=> (k—1)k=040+1x2=2#0.

Donec X —1¢ G (X).
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4. On observe les points suivants.
o F1 C E par définition.
e Soit P =0g = Og,[x]- Alors pour tout () € F, on a
n
(P,Q) =) _P(k)Q(k) = Og.

k=0 _7Y
=0g

Donc O0p € F*.
o Soient (\,u) € R? et (P, P) € (FL)Q. Alors,

VQEFa <P17Q>:<P27Q>:OR'
Posons Py = AP; 4+ uPs. Soit Q € F, on a

(P Q) =3 Py(R)QK)

=3 P + () Q(R)

k=0
=AY Pi(k)Q(k) + 1Y Pa(k)Q(k)
k=0 k=0
=0 car P, € F- et Py e Ft.

Ceci étant vrai pour tout Q € F, on en déduit que P3 = AP, + uP> € F-. Donc F* est stable
par combinaisons linéaires.

Conclusion,

F est un sous-espace vectoriel de E.

5. Soit P € E. On a les équivalences suivantes :
(P,P) = 0g & > P(k)P(k) = Og & > P(k)?* = Og.

Or pour tout k € [0;n], P(k)? est un réel positif et la somme de nombres positifs fait 0 si et seulement
si tous les nombres sont nuls. Ainsi,

(P, P) = 0g & Vk € [0;n], P(k)* = 0g & Vk € [0;n], P(k) = Og.

Donc 0,1,2,...,n sont n racines de P. Donc P possede n + 1 racines distinctes. Or P est de degré
inférieur ou égal a n. Nécessairement P = Og,[x]. Réciproquement, si P = O [x], alors P s’annule en
0,1,2,...,n. Conclusion,

<P,P> = 0Opr = P:ORn[X]'

6. Puisque E est un sous-espace vectoriel de lui-méme, d’aprés la question [4.| E+ est un sous-espace
vectoriel de E. Donc {0z} C E+. Réciproquement, soit P € E+. Alors,

YQ € F, (P,Q) =0.

En particulier, en prenant Q = P, on a (P, P) = 0. Donc par la question précédente, P = 0p. Ceci
étant vrai pour tout P € Pt on en déduit que E+ C {0gz}. Par double inclusion,

E+ ={0g}.

ViE
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7. Soit P € E. On a les équivalences suivantes :

Pefop}™ &  vQe{og}, (P.Q)=0
= <P, 0E> = OR

= Z P (k’) X OR = OR
k=0
& Ogr = Op toujours vraie.

Donc 'assertion initiale est vraie pour tout P € E. Conclusion,

{0g}*t = E.

8. Soit P € FNF~+. Alors d’une part P € F et d’autre part,
V@ € F, (P, Q) = Og.
Puisque P € F, on peut prendre (Q = P et donc
(P, P) = Og.

Donc par la questionP = 0p. Ainsi, FNF*+ C {0g}. Or on a aussi {0g} € FNF* car FNF* est
un sous-espace vectoriel. Donc F'N F+ = {0g}. Conclusion,

Les espaces F et F'* sont en somme directe.

9. Notons p = dim (F). Puisque F et F* sont en somme directe on sait que
dim (F') + dim (FJ‘> = dim (F-i—FJ‘)
& dim (F') =dim (F + F*) - dim (F) = dim (F + F*) — p.

Or F + F* est un sous-espace vectoriel de E. Donc dim (F + F+) < dim (E) = n + 1. Ainsi,

dim(FJ‘) <n+1-—np.

10. On suppose p > 1. On note # = (ey,...,e,) une base de F. Montrons que
FL={PcE|Vic[l;p], (Pe;))=0r}.

Notons F/ ={P € E| Vi € [1;p], (P,e;) = Or }.
Soit P € F*. Alors par définition,

VQ € F, (P, Q) = Og.

Si cela est vrai pour tout polynome Q) € F, cela est notamment vrai pour les polynomes e; car A est
une base de F' et donc une famille de polynémes de F' : Vi € [1;p], e; € F. Donc

Vi e Hl;p]]a <Pa €i> = Or.

Donc P € F'. Ainsi, F+ C F'.
Réciproquement, soit P € F’. Donc

Vi € [1;p], (P, e;) = Or.

e
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Soit @ € F. Puisque 4 est une base de F, elle est notamment génératrice dans F :
F = Vect (e1,...,ep).
Donc il existe (A,...,\p) € RP tel que

p
Q = Z )\i €;.
=1

Les \; sont les coordonnées de Q dans la base A.

Des lors,

M:

(P,Q) = k)Q(k)

P(
<P Z A ei( )
A (Z P(k ) car la somme est rectangulaire

£
Il
o

Il
NE

B
I

0

Il
M*@

1

.
I

I
NE

Ai <Pa €i>
1 v
=0car Pe F’

<.
Il

I
e

Ainsi, on a bien YQ € F, (P,Q) = 0. Donc P € F*. Ceci étant vrai pour tout P € F’, on obtient
bien F' C F+.

Par double inclusion, on conclut que

FL=F ={PcFE|Vie[l;p], (Pe)=0r}.

11. On suppose dans cette question que n = 2 et F' = Vect (1).

(a) Puisque #Br = (1) engendre F et est une famille libre (car possede un seul vecteur non nul), on
en déduit que % est une base de F. Donc par la question précédente,

L={PcE|(P1)=0}.

Donc avec les notations précédentes, F- = G (1). Conclusion, par ce qui précede,

Ft=G(1) = Vect (3X? —5,X —1).

(b) On a déja vu a la question que H = Vect (1) = F est un supplémentaire de G (1) = F+,
Conclusion,

F et F+ sont supplémentaires.

Ce résultat est général, on a toujours F et F+ supplémentaires... en dimension finie ! En dimen-
sion infinie il existe des cas ot cela ne marche pas.

(c) On a vu que % = (3X? —5,X — 1) est une base de G (1) et donc de F-. Donc par la question

(FY) ={PeE|(P3X*—5)=(P.X -1)=0}.

o/
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Soient P = ag + a1 X + a2 X2. On a les équivalences suivantes :

pe (FL)J_ - {EP,3X2—5>—O

P(O) X (—5) +P(1) X (—2) —|—P<2) XT7=0
PO)x(-1)+P(1)x0+P(2)x1=0

N —b5ag — 2ag — 2a1 — 2a9 + Tag + 14a1 + 28a2 =0
—ap + aog + 2a; +4az =0
12a; + 26a9 =0

=4
2a1 + 4as =
6a; + 13ap =0 Ly + 1L,

A 1
a1+ 2a9 =0 L2%§L2

~ @2 = L1+ Li{—6Ly
a1 +2a9 =0

= as = a] =

54 P =aqy

Conclusion,

(FL)L = Vect (1) = F.

. uE .y, . . . .
Ce résultat (FJ-) = I est aussi général... en dimension finie seulement! Il existe dans cas en
dimension infinie ot cela ne marche pas!

On dit que (-,-) est un produit scalaire sur R,[X] car il est bilinéaire : linéaire par rapport d la premiére
variable P et a la seconde variable Q, symétrique : ¥ (P, Q) € E?, (P,Q) = (Q, P), positif : (P, P) > O et
défini (c’est le résultat de la question[5]). L'espace (E,(-,-)) est alors un espace euclidien.

Partie 2 : Les polynémes de Lagrange

Pour tout i € [0;n], on pose
n

Li=]] (X —k).
k=0
ki
On considere alors la famille £ = (Lo, ..., Ly).
12. Soit i € [0;n].

(a) On a directement,

n

deg (Li) =deg | J[I (X —k) | =D deg(X—k)=) l=n+1-1=n.
k=0 k=0 k=0
ki ki ki

Conclusion, |deg (L;) = n|.
(b) Soit j € [0;n], j # i. Alors,

L) =[] G-k =3G-7) x f[(j—k>:0-
k=0 k=0

7/
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Conclusion,

‘VjE[[();n]]vj?éi’ Ll(j)zo‘

(¢) Puisque L; est scindé et sous forme factorisée, on observe directement que

I’ensemble des racines de L; est {0,1,...,i —1,i+1,... ,n}‘

de plus

‘toutes ces racines sont simples. ‘

(d) On a

(L;, L;) ZLQ ) =04 L2(i)+0 car d’apres [12.0)si k # 4, Li(k) = 0

Donc on a bien

(Li, L) = L; (i)*.

13. Soit (z,7) € [0;n], i # j. On a

(Li, Lj) = > Li(k = Y Li(k)Lj(k) + L;(i)L;(i).
k=0 0<k<n
ki
Or d’apres pour tout k # i, L;(k) = 0. Donc
(Li, Lj) = Li(i) L ().

Or, toujours d’apres puisque @ # j, L;j(i) = 0. Conclusion,

(Li, Lj) =0i.e. L; et L; sont orthogonaux.

14. Soit (Ao, ..., An) € R* 1 tel que

Z )\1 LZ == ORR[X]'

i=0
Alors en évaluant en k € [0;n], on a
Or = > NiLi(k) = A, Lis(k), car pour tout i # k, L;(k) = 0.
i=0
Or k n’est pas une racine de Ly, car k ¢ {0,...,k—1,k+1,...,n}. Donc Lg(k) # 0. Ainsi
A = 0.

Ceci étant vrai pour k € [0;n] quelconque. On en déduit que A\g = --- = A\, = 0. Conclusion,

15. Par la question précédente, .Z est libre. De plus on a
Card (Z) =n+1=dim(F).

Conclusion,

’Z est une base de E. ‘

La dimension, c’est béton !

JiE
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n
16. (a) Soit Pe Eet Q =P — Z 7 ((Z)) L;. On peut remarquer que puisque ¢ n’est pas une racine de
i=o il
L;, Li(i) # 0 et Q est bien défini. De plus pour tout k € [0;n],

— P(i)
k)= P(k) — L;(k
Q) = P) = 3 T i)
P(k) P(i)
= P(k) — Li(k) — =~ Li(k) par [12.b
itk =0
=P(k)—P(k)—0
=0.
Conclusion,
‘Vk cloin], Q) = o.\
(b) Avec les notations de la question précédente, on remarque que 0, 1, 2, ..., n sont des racines de

Q. Donc @ posseéde au moins n + 1 racines. Or @ € E = R,,[X]. Donc @ est de degré au plus n.
Ainsi, on en déduit que @) = Og,[x]. Autrement dit,

~ Pi)

P = ‘
Z; i()

L;.

&~

Conclusion,

les coordonnées de P dans la base . sont donnés par (

17. Application : sin =2, on a
Li=(X-1)(X-2) et L =X (X -2) et Ly=X(X-1).

Donc

£ =(X-1)(X-2),X(X-2),X(X-1).|

Soit & la parabole passant par (0;2), (1;0) et (2;1). La parabole & est décrite par une fonction
polynomiale de degré 2. Notons f cette fonction et notons P le polynéme associé. P € Ro[X]. Donc

par la question précédente
2 .
P(i) P(2)
P= Li=——(X-1)(X-2)+ —X(X-2)+ —X(X-1).
> kT Ty DX -2 X () SR ()

Or par construction de la parabole, P(0) =2, P(1) =0 et P(2) = 1. Donc

P(0) P(1)

1 1 1 3 7
P:(X—l)(X—2)+§X(X—1):X2—3X+2+§X2—§X:§X2—§X+2.

Conclusion, la parabole recherchée a pour équation cartésienne :

3 7
y:§x2—§:r—|—2.

Puissant non 2!
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Probléme II - Etude d’une suite implicite par les séries

On définit la suite (un), oy Par

1
Uy = T et VneN, upy) =uy— u%

On consideére également la fonction f définie sur [0; 1] par

f o+ [0;1] =R
2

=T —x.

1. (a) La fonction f étant polynomiale sur [0;1] est dérivable sur [0;1] et pour tout x € [0;1],

fl(x)=1-2x.

En particulier, pour = € [0;1], on a les équivalences suivantes

N |

f(z)=0 N 1> 22 & z <

De plus f(0) = f(1) =0 et f (3) = 1. On obtient alors le tableau de variations suivant :

x 0 : 1
f'(x) + 0 -
1
1
y / \
0 0

(b) On procede par récurrence. Posons pour tout n € N

1
P «0< < —— .
" tn n-+4

Initialisation. Si n = 0 alors ug = i et donc on a bien 0 < ug < i i.e. Py est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons &, vraie et montrons alors que &, 11 est vraie. On sait que
0 < u, < n%rél < % < % Or d’apres la question précédente, la fonction f est strictement croissante

sur [O‘ 1

; 5] donc

1 1 ntd—1

n-+3

1
) & 0 <upg1 < — =

7O < f ) < £ ( T ik A

n-+4

C (n+4)%

Comparons (T:::SQ a %4—5 On a les équivalence suivantes :
n + 3 1 ) 2
< & m+3)(n+5) < (n+4) carn+5>0et (n+4)">0

(71—1—4)2 S n+5
& n?+8n+15 < n®+8n + 16

& 15 < 16.
La derniére assertion étant toujours vraie, on en déduit que (:ij)Q < T—l‘r5 et donc par transitivité,
0< < !
U ——
n+l X n+ 5

10/]14]
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Donc 2,11 est vraie.
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Conclusion. Pour tout n € N, &, est vraie.

Finalement on a bien montré que

Vn € N, 0<u, <

n+4

(c) D’apres la question précédente et le théoreme d’encadrement, on a

lim wu, =0.
n——+o00

La série E uy ne diverge donc pas grossierement mais
neN

‘on ne peut conclure a cette étape de sa convergence ou non

(et I'inégalité précédente n’est pas assez précise pour utiliser le théoreme de comparaison).

2. Par la question 1.(b) et stricte croissance de la fonction carrée sur R, on a

1 1
Vn € N*, 0<u?<— <

(n+4)* = n?

Or la série ), ey« 77 converge en tant que série de Riemann d’exposant @ = 2 > 1. Donc par le
théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

, . 2
la série E u,, converge.
neN

3. Soit = € [0;1[. Par la question 1.(b), puisque x > 0,

n

x
Vn € N, 0 <upz™ < <z
n+4

Or la série ), .y o™ converge en tant que série géométrique de raison = € [0; 1[. Donc par le théoreme
de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

la série E upx” converge.
neN

a
4. Soit (an),cy une suite a valeurs dans R* . On suppose que lim il

n—-+oo an

=(>1.
(a) Puisque ¢ = % > ”Tl. Par définition de la limite, on sait qu’il existe ng € N, tel que pour tout
> an41
n =z no, an

> HTI. Pour tout n € N, a,, est strictement positif. Donc a1 > anHTl. Conclusion,

{41
3”0 € Na vn = no, An+1 Z Gy _g

(b) On pose pour tout n > ng, &, la propriété « a, > an, (E—QH

n—ng .
—) ». Montrons que &2, est vraie
par récurrence.

oy . . . . no—no
Initialisation. Si n = ng alors, ap, = ap, (“2'1)

et donc &y, est vraie.

11/14
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Hérédité. Soit n > ng. Supposons que &, soit vraie. Alors par la question précédente (car n > ng)
puis 'hypothése de récurrence,

2022/2023

\%

Gnp41

0+1 C+1\"™ 4+ 1 04 1\"Tino
Q ano = Any _— .

>
(b) g HR. 2 2 2

=~

Donc 2,11 est vraie.
Conclusion. Pour tout n > ng, &2, est vraie.

On a donc montré que

04 1\""0
o)

Vn 2= mng, an = an0<

(¢) On sait que ¢ > 1. Donc ”Tl > % = 1. Donc la série >, cy ( ) d1verge en tant que série
géométrique de raison g = ”1 > 1. Donc la série ), cn ang (gi) = D neN (zé% (HTl)

diverge également car By H)no > 0. Or pour tout n > ng, on a montré a la question précédente

que
41\
0 g Any ( ; > < Q.

Donc par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

la série E a, diverge.
neN

5. Soit & €]1;4o00[. On pose pour tout n € N, a,, = u,z™. D’apres la question 1.(b), on a pour tout
n € N, a, > 0. De plus pour tout n € N,

1 2
Ani1l Upi1xz"™t Up, — U2
= = x=(1—uy) .
G, Up L™ U,

Donc d’apres la question 1.(c), on en déduit que

. an+1
lim —F
n—-+oo an

Puisque x > 1, il découle de la question 4 que la série )y a, diverge :

la série E upx” diverge.
neN

6. (a) Pour tout n € N,

21 (H4) = 3™ fn () — I ).

Uk k=0

On reconnait une série télescopique. Donc pour tout n € N,

21 (“’“*1) = 1n (tnt1) — In (ug) = In (tps1) + In (4).

Or d’apres la question 1.(c), v, — 0 donc In (up4+1) +1n(4) — —oo. Par conséquent,
n—+oo n—+oo

la série Z In <Un+1> diverge.

neN Un

12/14
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(b) On a pour tout n € N, In (“Z—:l) = In (%) = In (1 — uy,). Or d’apres la question 1.(c),
u, — 0. Donc
n—-+00

In (1 —uy) Wl TUn & —In(1—uy,) WL Un

De plus, d’apres la question précédente, ),y In (”"“ ) et donc ), ey —In (“"“ ) => ey —In (1 —uy)

Un Un

diverge. Or —In (1 — uy,) L Un et pour tout n € N, u,, > 0 ( d’apres la question 1.(b)) donc
n——+0oo

par le théoreme des équivalents pour les séries a termes positifs,

la série E uy, diverge.
neN

7. On pose pour tout n € N, w, = nu,.

(a) Pour tout n € N, par définition de w,, puis de wu,,

Wpt1 — Wy = (M + 1) upt1 — nuy = (n+ 1) (un—ui)—nun:un—(n—l—l)ui.

En factorisant par u,, on conclut que

“v’nGN, wnﬂ—wn:un(l—(n—{—l)un).‘

(b) D’apres la question 1.(b), pour tout n € N, 0 < u,, < 7#4 et donc (n+ 1) u, < Z—Lll < 1. Donc
1 —(n+1)u, et on a toujours u, > 0. Donc d’apres la question précédente,

Vn € N, Wpnt1 — Wy = 0.

Autrement dit la suite (wp),,cy est une suite croissante. Or, toujours par la question 1.(b), pour
tout n € N, w, = nu, < nLH < 1. Donc la suite (wn)neN est majorée par 1. Donc d’apres le
théoreme de convergence monotone, on en déduit que

(Wn),,cn converge.

On note w sa limite.
(c) Puisque (wp),, oy est croissante, on en déduit que w > wy =1 x uy = % — 1—16 > 0. Donc w # 0.
Le réel w étant non nul et la limite de (wy,),,cy, on en déduit que

w
Wnp, ~ w = NUp, ~ w = Unp, ~ —.
n—-+oo n—-+oo n—4+oco n

Conclusion,

w
w#0 et Uy ~ —

n—+oo N )

(d) La série Z (Wp41 — wy) est une série télescopique. Donc
neN

n

Vn € N, Z (Wgt1 — W) = Wpy1 — Wo = Wyt
k=0

Or nous avons vu a la question 7.(b) que (wy,),y converge (vers w). On en déduit donc que

Z (wp4+1 — wy) est une série convergente (et sa somme totale vaut w). D’autre part, par les
neN
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questions précédentes, on a

Wnal —Wp = Up(1l—(n+1)uy,
= = (L= (1 D)

o) (en(Eo(2)
- (Sro(2)) - o

e

Procédons maintenant par un raisonnement par ’absurde. Supposons que w # 1. On a déja vu
a la question précédente que w # 0. Donc on en déduit que w (1 — w) # 0 et par suite,

w(l—w).

Wnpi+1 — W ~
n+ nn—H—oo n

De plus on a vu a la question 7.(b) que pour tout n € N, wy, 41 —w, = 0. Or deux séries dont les

termes généraux sont équivalents et de signe constant ont méme nature. Donc Y, oy (wp41 — wy)
1- .
et > en w — ©) Or d'une part, on a vu que Z (wp41 — wy) converge et d’autre part, puisque
neN

w(l—w) #0, > ,en w(lrjw) = w(l —w) Y ,en- = diverge en tant que multiple de la série har-

monique ce qui contredit le fait que les séries sont de méme nature. Conclusion,

la série Z (Wp41 — wy) converge et w = 1.
neN
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