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Correction du Devoir Maison 9
Séries numériques et applications linéaires

Du jeudi 30 mars

Probleme I - Séries numériques

Pour tout (an),cy € CV, on définit (a),,cn € CY par
Vn e N s 1 zﬂ: "
ay = — ag.
) n on et k k

On s’intéresse alors dans ce probléme a la nature de Z ay, suivant les hypotheses prises sur (an),,cx-
neN
Partie 1 : Le cas constant

On suppose dans cette partie que (an), oy est constante : il existe ¢ € C telle que pour tout n € N, a, = c.

1. Soit n € N. On a directement,
()£ ()
- —_ k= = — .
2n =\ k 2 =\ k 2m =\ k

On reconnait un bindme de Newton. Donc

a*:£(1+1)n:c.

n 2n

Conclusion,

’VnGN, aflzc.‘

2. Premier cas : si c = 0, alors la suite (ay,),, oy est la suite nulle et donc

la série E ay est la suite nulle et donc converge et méme vers 0.
neN

Second cas : si ¢ # 0, alors la suite (ay,),,cy ne converge pas vers 0 et donc

la série E a) diverge grossierement et donc diverge.
neN

Partie 2 : Le cas géométrique

On suppose dans cette partie qu’il existe z € C tel que pour tout n € N, a,, = z".

3. Soit n € N. Par définition, on a

* 1 zn: (”) Kk 1< (”) kqn—k
a, = — 2N == z .
2n = k n = k

On reconnailt un bindme de Newton. Donc

1 1+ 2\"

Conclusion,
1 n
¥n € N, a;:< ‘2”) .
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4. Puisque E an est une somme géométrique de raison z, on en déduit que
neN

Z ap converge & |z] < 1.
neN

Si |z] < 1, alors, on sait également directement par le cours que sa somme totale vaut

5. On suppose que Z a, converge.
neN

(a) Puisque Z an converge d’apres la question précédente cela signifie que |z| < 1. On sait de plus

neN
par la question |3.[ que Z ay est aussi une série géométrique de raison ¢ = 1‘2”. Montrons que
neN
lg| < 1. D’apres l'inégalité triangulaire,
L+z| 14z 1+1
= < < =1.
lq] ’ 5| <S5 5

Conclusion,

> aj, converge.

neN

(b) De plus la somme totale est donnée par
1 1 2
S*(z) = = = =25(z
(2) l—q 1-42 1-2 (2)

Conclusion,

|5*(2) = 25(2). |

6. Si z = —2, alors |z] > 1 et donc Z a, diverge. Cependant on a dans ce cas g = IJQFZ = —%, donc
neN
lgl =% <1et Z ay converge. Par conséquent pour z = —2, on a
neN

Z ay convergente et Z a, divergente.

neN neN
Donc la réciproque
*
E a, converge = E a, converge.
neN neN

est | fausse|.

7. Soient 6 € ]0;27[ et z = e'?. Par la question pour tout n € N,

N (1+z>" 14+ef\"
ay = = .
2 2

Donc par factorisation par I'angle moitié,

;8 ;O\ T n
men a-(a=8 ) Q)




; ! Mathématiques PTSI, DM9 Cor 2022/2023

- 0
* . p ps . 48 9
Donc a}, est une suite géométrique de raison ¢ = e'2 cos (5) Or

e2cos| = =|cos|=]|.
2 2

Or 0 € ]0; 27|, donc g € ]0; 7r[ et donc |q| = ’cos (%)‘ < 1. Conclusion,

lq| =

} : *
a,, converge.
neN

. . e N
La aussi, nous avons un contre-exemple de limplication 3=, cyay, converge = 37,cyan converge
car (an),ey €St une suite géométrique de raison q = e? et donc |q| = 1 et donc > nen an diverge
grossierement.

Partie 3 : Par comparaison

Soient (an),en € RY et (bn),en € (R)™ une suite réelle & valeurs dans R,. On suppose que pour tout
n €N,
lan| < by.

On suppose également que Z b}, converge.
neN

8. Pour tout n € N, on a par I'inégalité triangulaire,

1 & (n 1 & (n 1 & (n
EE M EE Qw5 ()

k=0 k=0 k=0

ozl =

Or pour tout k € N, by, > 0 et donc |bg| = by. Ainsi,

1 & (n
0<ar] € — b = b

k=0

De plus par hypotheése, Z by converge. Donc par le théoréme de comparaison des séries a termes
neN
positifs, on en déduit que

Z lak| converge.
neN

Autrement dit Z a), converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence.

neN
Conclusion,

*
E a,, converge.
neN

9. Soit z € C. On suppose que pour tout n € N, a,, = %

(a) On reconnait la série exponentielle. Ainsi, on a directement,

“+o00
Vz € C, Z a, converge et S = Z an, = ¢e°.

neN n=0
(b) Par croissance comparée,
. . 22)"
lim 2"a, = lim (22) =0.
n—-+oo n—+oo nl




&

(c) Par la question précédente, (2"ay), o converge vers 0. Or toute suite convergente est bornée.
Donc (2"ap),,cy est bornée :
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\aM ER,, VneN, [2%,]< M.\

On en déduit notamment que

M
Vn € N, O<|an\<2—n.
Donc pour € = 1, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,
n 1 n
0< 2", <1 & O<|an\§2n car 2" > 0.

Posons pour tout n € N, b, = 2% et ¢, = Mb,, = 2Mn On a donc
e Pour tout n € N, ¢, > 0.
o Pour tout n € N, 0 < a,, = |ay| < ¢p.
e La série ) cnbp est une série géométrique de raison z = %, |z| < 1. Donc d’apres la partie
II, on en déduit que Z by, converge. Puis pour tout n € N,

neN
1 < (n 1 < (n 1 < (n
c;:nz<>ck:n2(>Mbk:Mn ()bk:Mb;.
2 k=0 k 2 k=0 k 2 k=0 k

Donc E ¢y converge également.
neN

Conclusion, d’apres la question [8.) on en déduit que

*
E a,, converge.
neN

Partie 4 : Le cas général

On admet dans cette partie le résultat suivant (une sorte de théoreme de Cesaro) :
. . . * .
si une suite (vy),, oy converge vers £ alors la suite (v};), o converge aussi vers /.

On se munit d'une suite (ay,),,cy et on pose pour tout n € N,

n n
Sn=>ar Thn=> ap  U,=2"T,.
k=0 k=0

On consideére enfin

Vn € N*, S = Sn-1 et Sy =0.

n+1 n+1
n+1 n+1
A= ( . )S,g+§ ( § )S,;H.

k=0 k=0

10. (a) Soit n € N. Posons



&
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Par le changement d’indice k =

A= %1(”

e

k=0

n+1
n
>

= Sh+ 5

_So+

+1 241
Jsod (2

k=1

+1\, E(n+1
k )S”Z k—1

1 n+1
Z )s,g+sg+z (”

k —

k=1

w42
3 (107)s

()

Conclusion, pour tout n € N,

)S,
)s

+1
1) S+ Spy2

))s

n+1

w2 ()65

k + 1, on obtient dans la seconde somme :

car 'indice est muet

par la fomule du triangle de Pascal

n+1

D

k=0

n+1
(n Z 1> S],C n Z (n
k=0

k

+1

)s;m

n+2 n4+2
(s

k=0

)s,;.

(b) Soit n € N. On a les égalités suivantes :

Or pour tout k € N*,

On note que cette formule reste vraie si k =0 car ag = Sy — 0= 5]

n €N,

Posons pour tout n € N

1
Un+1 = 2n+ Tn+1

= 2" (T, + a} )

— +1
=2 x2"T, +2" QETE:

k

1

8 (1

!
ar = Sk — Sk—1 = Sp1 —

n+1

sh.

Procédons par récurrence.

Initialisation. Sin = 0. Alors

D’autre part,

2 (8))" =2 ()" = 2

n+1
n+1
Un+1:2Un+Z( N )(SIQH—S;@)-
k=0
P(n) «Up=2"" (S 1)"»
U—QOT—T—a*—li Oa a
0=2"1p="1p= 0—20k:0 ;. ] @0 = @o

N

/2

— S{,. Conclusion, pour tout

1
S (M) s =5+ 8, =0+ So = a.
k=0 0
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Donc Uy = 2 (S7)* et 2(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que & (n) = Z(n+1). Supposons Z(n) vraie. Par la question
précédente, on a

n+1 1
Uny1 =2U, + Z (n—kl; ) (Sky1— Sk) -
k=0

Donc par hypotheése de récurrence,

n+1 n+1
n . +1 +1
=22 (S0 + 2 (1) st -2 (") s
k=0

k=0
n+1 n+1 n+1
n+1 n—+1 n+1
~2(5 (7)) S () E ()s
n+1 n+1
n+1 n+1
k=0 k=0

Donc d’apres on a
n+2
n+2
Upt1 = Z ( i )S,;:Qn+2( 7/'l+2)*'
k=0

Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

Vn € N, Up = 2" (S),1)".

11. On suppose que Z an converge. Autrement dit la suite (S,), ey converge. Donc (S},),,cy converge.
neN
Notons £ sa limite. D’apres I’énoncé, cela implique que la suite ((S;Z)*)n oy converge également vers £.
Or par la question précédente, pour tout n € N,

n U 2n+1 ! *
STICRCOR LT

Donc la suite (T},),,c converge. Autrement dit Z ay converge |. De plus, on a

neN
+o0 +o0
* . ! * _ _ . ! _ . _ . _
kz;oak = QnEIEOO (Spy1) =20= QnEIEoo S, = ZnEIEOO Sp—1 = QnEToo Sy = 2];)%.

Conclusion,

+00 +o0o
Z a; =2 Z ag.
k=0 k=0

Probleme II - Applications linéaires

Soit n € N*. Soit f I’application qui, & toute matrice M de .#,(R), associe :

f(M) = M + Te(M)I,

/2
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Partie 1 : Généralités

1.

6.

L’application f est bien définie sur .4, (R) et est a valeurs dans ., (R). Montrons que f est linéaire.
Soient (X, 1) € R? et (M, N) € .4, (R). On a les égalités matricielles suivantes :

JOAM+uN) =AM+ uN +Tr (AM + uN) I,
=AM+ uN + (ATr (M) + pTr (N)) I, par linéarité de la trace
=AM+Te(M)IL,) +p(M+Tr(N)Ip)
= Af(M) + pf(N).

Donc f est bien linéaire et les espaces de départ et d’arrivée coincident. Conclusion,

‘l’application f est un endomorphisme de ., (R). ‘

Soit M € Ker (f). Par définition,
f(M)=0, & M+T(M)I,=0, <&  M=-Tc(M)I,.

En particulier,

Tr (M) =Tr(-Tr (M) I,) = —Tr (M) Tr (1,,) par linéarité de la trace
~—
€R
= —nTr (M)

D’ou
(n+1)Tr (M) =0g & Tr (M) = Og.

Soit M € Ker (f). Par la question précédente, Tr (M) = Or. Or nous avions par définition, M +
Tr (M) I, = O,,. Ainsi,
M+ 0, =0, & M = O,

Donc Ker (f) € {O,}. Or 'inclusion réciproque est aussi vraie car Ker (f) est un sous-espace vectoriel
de 4, (R). Conclusion,

| Ker (f) = {On} -]

Par la question précédente, on en déduit directement que

‘l’endomorphisme f est injectif.‘

Or f est un endomorphisme en dimension finie. Donc

ll’application f est un automorphisme de ., (R) donc notamment un isomorphisme.

Directement par la question précédente, puisque f est bijectif, il est notamment surjectif :

Im (f) = 4, (R) .|

(a) Soit M € A, (R). On a

fAM)=fof(M)=f(M+Te(M)I,) = f(M)+Tc(M)f(I,) par linéarité de f
=M +Tr (M) I, + Tr (M) (I, + Tr (I,) I,)
=M + (n+2)Tr (M) I,.

73
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Deés lors,

(= (n+2) f+(n+1)1dg) (M)
= fA(M) = (n+2) f(M)
=M+ (n+2)Tr (M) I, —
= Oy,

+1
+M—(n+2)Te (M) I, + (n+1)M

Ceci étant vrai pour tout M € E, on conclut que

fP=(n+2)f+(n+1)1dp = 0gp).

(b) Par la question précédente, on a

P=m+2) f+n+1)Idg = 0gp o= fo(f—(n+2)Idg)=—(n+1)Idg

n—+2 1 )
Idg — —— =1d
< fo( E n—i—lf E

On retrouve que f est bijective et de plus,

n+1

fl=

n—+1

2
e

1
n-+1

f.

E—

Partie 2 : Etude du cas particulier n = 2
On suppose dans cette partie uniquement que n = 2.

7. La base canonique de .#5 (R) est :

B = (En, B2, B, E) = <[

o o°lo o[t ol 1))

et
s =5 5[5 o [0 0] o ol):
8. On a les égalités ensemblistes suivantes :
Ker(Tr) = {Bi Z;z e Mr(R) | ary + ags = o}

_ {{—mz 012} € Mo(R) avec (age, a2, a91) € R?’}

a21 a22

10 01
{“22[0 JJ””Q {0 0

ve ([ VLo o] 3 o))

d’ou : Ker(Tr)

0 0
} + as {1 O} avec (agg,a12,a91) € RS}

La famille Zy = (—E11 + Ea2, F12, E21) est une famille génératrice de Ker(Tr). Montrons qu’elle est

libre. Soit (a,b,c) € R? tel que

a(—FE11 + E) + bE12 + cEy = Os.

Alors, {—Ca ﬂ = 05 et donc a = b = ¢ = 0. Donc % est libre. D’ou

‘e%’o = (—E11 + Ea2, Ei2, E21) est une base de Ker (Tr). ‘

Conclusion :

‘dim(Ker(Tr)) = Card(%) = 3. ‘

/12
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9. La famille (/2) est libre (car constituée d’un seul vecteur non nul) et est génératrice de Vect (I2),
donc est une base de Vect (I3). Montrons que #B; = (%o, I2) est une base de .#5(R). Les opérations
élémentaires ne modifient pas le rang :

rg (A1) = rg (—FE11 + Ea2, Fra, Ea1, I2)

1
= rg (Fa2, B2, Eo1, I2) Cy < 3 (C1+Cy)
= 1g (Ea2, Er2, Eo1, E1) Ci Cy—Cy
=4 car on reconnait la base canonique de .#5 (R).

Donc rg (%) = Card (#1) donc % est libre. De plus rg (%) = dim (#> (R)) donc % est génératrice
de 45 (R) donc % est une base de .45 (R). Ainsi (I2) est une base de Vect (I2), %y est une base de
Ker (Tr) et #1 = (Ao, I2) est une base de .45 (R). Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

| Kex(Tr) @ Vect(Iy) = #5(R). |

10. Posons &' = (%, I).

/ .
Vérifions que &' = (Ao, I2) convient i.e. { #" est une base de (7)

Vu € A, f(u) et u sont colinéaires (i7)

(i) Par la question précédente.

(1) | Soit M € #'. Montrons que f(M) et M sont colinéaires.
Comme M € %' = (%o, I2), il vient que :

M —
M € % f( )%Mﬂ:%
ou d’ot : ou
M =1 f(L) = I + Tr (Iy) Iy = 31,

Dans tous les cas, f(M) et M sont colinéaires. Conclusion,

%' base de E telle que, VM € %', f(M) et M sont colinéaires.

Partie 3 : Etude du cas général n quelconque

Dans cette partie, n désigne a nouveau un entier naturel supérieur ou égal a 1 quelconque.

11. Montrons que Vect(I,,) N Ker(Tr) = {O,}.

D Une intersection d’espaces vectoriels est un espace vectoriel, donc contient le vecteur nul.

A € Vect(I,) INER| A=),

c ot 4 € Veaa1) K1) Abrs {4 ) = O

ou encore {

Montrons que A = O,,.
On a les équivalences suivantes

Tr(A) =0r <= Tr(A\,) =0r car A=\,

<= MTr(I,) =0r par linéarité de la trace
< =0 car Tr(I,) =n
— A=0p car n # 0

Donc A = M, = O,, et donc Vect(I,,) NKer(Tr) C {O,}.

o2
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12.

13.

14.

Conclusion,

| Vect(I,) N Ker(Tr) = {O,}. |

Soient M € ., (R), A € Ker (Tr) et B = Vect (I,,) telles que M = A + B. Puisque B € Vect (I,),
alors il existe A € R tel que B = A I,,. De plus,

Tr(M)=Tr(A+B)=Tr(A+X1I,) =Tr (4A) + XTr (1) par linéarité de la trace
=An car A € Ker (Tr).

Ainsi, A = % car n > 1. D’ou

T
Beong,— M s A= M-B = M-
n

Tr (M)

I,.

Nous venons de redémontrer par une analyse que la décomposition d’une matrice M comme un élément
de Ker (Tr) plus un élément de Vect (I,,) est unique et que donc ces deux espaces sont en somme directe.
Procédons a la synthese. Soit M € E = ., (R). Montrons que M € Ker (Tr) + Vect (I,). Posons

Tr (M Tr (M
po D), gy D,
Des lors,
Toona Tr (M Tr (M
App= T,y Ty
n n
e De plus,
Tr (M
B = r )InEVect(In).
*
€R
o Enfin,
Tr (M Tr (M
Tr(A):Tr(M— r ( )In>—Tr(M) ult )Tr(In) par linéarité de la trace
n n
Tr (M
= Tr (M) — r(M) e,
n

Donc A € Ker (Tr).

Finalement, on obtient que
M = A+ B € Ker (Tr) + Vect (I,,) .

Ceci étant vrai pour toute matrice M € E. On en déduit que E C Ker (Tr) 4+ Vect (I,,). Or on a aussi
Ker (Tr) + Vect (I,,) € E. Donc
Ker (Tr) + Vect (I,,) = E.

De plus par la question les deux espaces sont en somme directe. Conclusion,

‘Ker (Tr) @ Vect (I,) = E. ‘

Par la question précédente,
dim (Ker (Tr)) + dim (Vect (I,,)) = dim (E) = n?.

Or (I,,) est libre car formée d’'une seule matrice non nulle et engendre Vect (I,,) donc (I,) est une base
de Vect (I,) qui est donc une droite vectorielle :

dim (Vect (I,)) = 1.

10/[12]
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Finalement,

dim (Ker (Tr)) = n? — dim (Ker (Tr)) = n? — 1.

15. Par les questions précédentes, nous avons vu que la décomposition de toute matrice M € E est donnée

par
Tr (M Tr (M

VMeE, M=M-— r(M), M)
n

€Ker(Tr) Vect(I)

Ainsi, on en déduit que la projection sur Vect (I,,) parallelement a Ker (Tr) est donnée par

F — F

M o TMp

p:

De méme plus la symétrie par rapport a Vect (I,,) parallelement a Ker (Tr) est donnée par s =
Idg + 2 (p — Idg) = 2p — Idg et donc

16. Montrons que :
(1) Ker(f —Idg) = Ker(Tr) et (17) Ker(f — (n+ 1)Idg) = Vect(Z,)
(i) On a les égalités ensemblistes suivantes :

Ker(f—Idg) = {MeE|(f—1dg)(M)=0g}
— {(MeE|f(M)- M =0z}
= {MeFE|Tx(M)I, =0z}
= {MeFE|Tr(M)=0r} car Z, # O
= Ker(Tr).

(74) Montrons que par double inclusion que Ker(f — (n + 1)Idg) = Vect(I,,).

Soit M € Ker(f — (n+ 1)Idg). Alors (f — (n + 1)Idg)(M) = O, ie. f(M) = (n+1)M.
Montrons que M € Vect(1,).
On a les équivalences suivantes :

fM)y=m+1)M &  M+Te(M),=@n+1)M

o M= Tr(M)

I,, € Vect(1,)
\l,_z
=XeR
Donc Ker(f — (n+ 1)Idg) C Vect(I,,).
D Soit M € Vect(I). Alors 3\ € R, M = AI,,.
Montrons que M € Ker(f — (n+ 1)Idg) i.e. f(M)=(n+1)M.
On a les égalités matricielles suivantes :

J(M) = f(M,) = My + Tr(Mp) L = (1 +n)(My,) = (n+1)M
D’ou Vect(I,,) C Ker(f — (n + 1)Idg).

Conclusion,

‘Ker(f —Idg) = Ker(Tr) et Ker(f — (n+1)Idg) = Vect(l,). ‘

11/12
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17.

18.

Montrons que Im (f — Idg) C Vect (I,). Soit M € Im (f —Idg). Alors, il existe N € E tel que

M=(f-1ldg) (N)=f(N) - N=N+Tr(N)I, — N=Tr(N) I, € Vect (I,) .
€R

Donc Im (f — Idg) C Vect (I,,).

Montrons que Im (f — (n+ 1) Idg) € Ker (Tr). Soit M € Im (f — (n+ 1) Idg). Alors, il existe N € E
tel que

M=(f—(n+1)Idg)(N) = f(N) = (n+1)N = N+ Tt (N) I, — (n + 1) N = Tr (N) I,, — nN.
Par la linéarité de la trace, on en déduit que
Tr (M) = Tt (Tr (N) I, — nN) = Tr (N) Tr (I,) — n'Tr (N) = Og.
Donc M € Ker (Tr). Ceci étant vrai pour tout M € Im (f — (n+ 1) Idg), on en déduit que

Im(f —(n+1)Idg) C Ker (Tr).

Conclusion,

[Im (f —Tdp) C Vect (I,) et Tm(f — (n+1)Idpg) € Ker (Tr) .|

Par le théoréme du rang, on a
dim (Im (f — Idg)) =rg (f —1dg) = dim (E) — dim (Ker (f — Idg)) .
Donc par la question [16],
dim (Im (f — Idg)) = dim (F) — dim (Ker (Tr)) .
Or par la question dim (Ker (Tr)) = n? — 1. Ainsi,
dim (Im (f — Idg)) = n® — (n* — 1) = 1 = dim (Vect (1)) .

Or par la question précédente, Im (f — Idg) C Vect (1,,). Conclusion,

|Im (f — Tdg) = Vect () .|

De méme, par le théoreme du rang,
dim(Im(f —(n+1)Idg)) =1g(f — (n+1)Ildg) = dim (F) — dim (Ker (f — (n +1)Idg)) .
Donc par la question [16.]
dim (Im (f — (n + 1)Idg)) = dim (E) — dim (Vect (I,,)) = n* — 1.
Or par la question dim (Ker (Tr)) = n? — 1. Ainsi,
dim (Im (f — (n 4 1) Idg)) = dim (Ker (Tr)) .

Et puisque par la question précédente, Im (f — (n + 1) Idg) C Ker (Tr), on en conclut également que

[Im (f — (n +1)Idp) = Ker (Tr) .|

« La dimension c’est béton, le théoréme du rang c’est puissant. »

12/12



