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Corrigé - Banque PT - Maths A - 2021
Version pour juniors

Les réponses en bleu sont les réponses des questions ajoutées ou modifiées par rapport sujet initial.

Probabilités

On étudie le processus de fonctionnement d’un appareil utilisé chaque jour dans une usine et susceptible de
subir des pannes accidentelles. On fait les hypotheses suivantes :

Le comportement de I’appareil au jour n 4+ 1 ne dépend que de son état au jour n et pas des jours
précédents.

Si 'appareil fonctionne le jour n, il a une probabilité a d’étre en panne le jour n + 1.
Si 'appareil est en panne au jour n, il a une probabilité 5 d’étre réparé et de fonctionner le jour n+ 1.

Onal0<a<letp>0.

Formellement, si I'on appelle X,, la variable aléatoire qui vaut 1 si I’appareil fonctionne le jour n et 0 si
I’appareil est en panne le jour n, on a

1.

P(Xpi1=0]|X,=1)
P(Xpi1=1|X,=0)

)

(6%
8.

On note p, =P (X,, = 1).

(a) La famille ((X; =0),(X; =1)) forme un systéme complet d’événements. Donc par la formule
des probabilités totales,

p=PXo=1)=P(Xo=1|X1 =1)P(X;1 =1)+P(X;=1[ X, =0)P(X; =0)
=(1-a)pr+B(1—p)
=(1—-a-p8)p1+p.

Conclusion,

p2=(l—a—B)pi+8.]

(b) Soit n > 1. De méme que dans la question précédente, ((X, =0), (X, = 1)) forme un systéme
complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales,

it =P (Xns1 = 1) =P (X1 = 1| X = )P (Xp = 1) + P (X1 = 1| Xn = 0)P(Xp = 0)
:(1_a)pn+5(1_pn)
:(1*a*/8)pn+5-

Conclusion, on obtient bien que

=1, pu=B+(0—a-B)pn

(c) Par la question précédente, la suite (pp), o+ €st une suite arithmético-géométrique. Soit w € R,

w=0+1-a-pPw & (a+pBlw=p
B

car par hypothese o« + 8 > 0.
o+ B par hyp B

= w =
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Posons pour tout n € N*, r,, = p, — w, alors, pour tout n € N*,
1 =0+1—-a—-FB)pn—w=F+1-a—=0B)pph— L+ (1—-—a—-pw)=(1—a—/F)r,.

Donc (73),cn+ est une suite géométrique de raison 1 — a — 3. Ainsi,

¥n € N*, pnzrn%—w:(l—a—ﬁ)n_lfﬁraiﬂZ(l—a—ﬁ)n_l (pl—af5>+aﬁ5-
Conclusion,
Vn € N*, pn:(l_o‘_ﬁ)n_l<pl_af—/3)+af—5

(d) On observe que par hypotheses sur « et 3,
—-<l—a—-pg<1.

On en déduit que lim (1 —a — 8)""! = 0. Conclusion,
n—-+0o0o

lim p, = b .
nestool " a—+p

On retrouve dans ce cas particulier, le fait que la probabilité converge exponentiellement vite vers
ce que l’on appelle une mesure invariante et ce qui est joli c’est que cette mesure invariante/état
stationnaire ne dépend pas de p1 i.e. des probabilités initiales.

B

2. On suppose dans cette question que p; = o E

(a) On observe que X5 (Q2) = [0; 1] et plus précisément que Xy ~ Z (p3). De plus, d’apres la question
[lon a

Pzz(1_0‘_5)p1+6:(1_0‘_5)aﬁ5+B:aiﬁ(l_a_ﬁ+a+ﬂ):aiﬁ'
Conclusion,
B
XZN%(@+B>'

Voila qui justifie a posteriori pourquoi je vous ai parlé de « mesure invariante ». Si vous démarrez
en régime stationnaire, X1 ~ B (aLj-,B)’ alors vous y... stationnez : Xo ~ X1 ~ A (L>

a+p8
(b) On note que I'univers image de (X7, Xs) est [0;1]2. De plus, par la formule des probabilités
composées :
P(Xl:O,XQZO):P(X2:0’X1:O)P(X1—0) ( (—pl)
)
( a+
( )
N a-i—ﬂ '
De méme,
af
P(X1=1,X0=0)=P(Xo=0|X;=1)P(X;=1) =
(X1 2=0)=P(Xp=0|X; =1)P(X; =1) s
af
P(X1=0,X0=1)=P(Xo=1|X;=0)P(X;=0) =
(X1 2=1)=P(Xp=1|X1=0)P(X; =0) Pz
(1-a)p
P(Xi=1,Xo0=1)=P(Xo=1|X7=1)P(Xj=1)=——2—.
( 1 , A9 ) ( 2 ’ 1 ) ( 1 ) a+/3

Conclusion, on obtient le tableau suivant :
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Xo=i\X; =j 0 1
0 (1=B)a af
a+f a+p8
1 af (1-a)B
a+f a+p

(1_/6)0‘4_2%_’_(1_0‘)6

— azaft2af+f—af _
B 908 = =1, OK!

On pense a controler son résultat, on a bien o atB

Puisque X7 ~ Xo ~ A (a‘%ﬁ), on a directement

E(X1) =E(Xy) = a—ﬁkﬁ
et
_ _ B B Y_  ap
Vi(X) =V(X) = a+f (1 a+5> T (a+p)?
On a
Cov (X1,X2) =E(X1X2) —E(X;)E(X2) par définition
N ) ) B \? par le théoréme de transfert
= P(Xy=i,Xo=7)—
ogzz,j:gl yP(X =1, % =7) (a + B> et la question précédente
B 2
=0+4+1x (1a+a;,8 - (af—ﬁ) par la question@
- - @en-9)
p
= @t i’ (a —a® —ap)
_aB(l—a—p)
(a+p)*
Conclusion,
Cov (X1, X3) = “58;;; B)

Premier cas, si o + 8 # 1. Alors, comme o > 0 et 8 > 0, on en déduit que Cov (X7, X2) # 0.
Les variables X; et Xs sont corrélées et DONC non indépendantes Attention, la réciproque est
fausse, des variables peuvent étre non corrélées ET non indépendantes, le fait d’étre non corrélés
n’implique pas d’étre non indépendante.

Second cas, si a+ 3 =11ie. f=1—a. Alors par la question [@] on a

Xo=i\X1=j 0 1
0 a? a(l—a)
1 a(l—a) | (1-a)?

De plus, X; ~ Xy ~ Z£ (1 — «). Dans ce cas on observe bien que
V(i,j) € [0;1]%,  P(X1=14,Xo=j) =P (X; =) P (X2 =)

et donc les variables aléatoires X et X5 sont indépendantes.
Conclusion,

‘X 1 et X5 sont indépendantes si et seulement si o + 8 = 1. ‘
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3. On suppose maintenant que 'appareil est en fonctionnement le premier jour. On note N le numéro du
jour ou cet appareil tombe en panne pour la premiére fois. Soit k € N*. L’événement (N —1=k) =
(N =k + 1) correspond au fait que 'appareil fonctionne les k premiers jours et tombe en panne le
jour k4 1. On obtient donc

(N-1=k)=(N=k+1)=(X1=1,Xp=1,..., X4 = |, X, =0) |

Donc par la formule des probabilités composées,
P(N-1=k)=P(Xg1=0|Xx=1)
XP(X]C:1’X]€,1:1) XXIP(X2:1‘X1:1>P(X1:1>
=ax(l—a)x---x(1—a)x1

—a(l-a)f .

Conclusion,

VEeN, P(N—-1=k=a(l—a) "

Ainsi, on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre p € [0;1] si et seulement
St
X(Q)=N" e VkeN, PX=k=pl-pr'.

On note alors X ~ 4 (p).

4. On considére Y7 et Yo deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre
p. On appelle alors fonction génératrice d’une variable aléatoire X a valeurs dans N, la fonction définie
sur [0; 1] par

+00
vie[0;1], Gx()=E(t¥) =Y t*"P(X =k).
k=0
Montrons que Gx est bien définie sur [0; 1[. Soit ¢ € [0; 1]. Pour tout k € N, on a
0<KP(X=k <1 =  0<t"P(X =k) <th

Or Z t* converge en tant que série géométrique de raison ¢ € [0; 1] € ]—1;1[. Donc, par le théoréme de
neN
comparaison pour les séries numériques a termes positifs, Z t*P (X = k) converge et donc Gy (t) =
keN

+o0
Z t*P (X = k) existe. Conclusion,
k=0

‘Vt € [0;1], Gx(¢t) existe.‘

+00

On admet que pour X a valeurs dans N, ZIP’(X =k) =1 et que donc Gx est bien définie en 1 et
k=0

Gx(1) =1.
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(a) Soit t € [0;1]. Puisque Y7 (2) = N*, on a

Gy, (t Ztk =
= Ztkp(l —p)*!
k=1
“+oo
=tpy (t(1-
k=1
+oo
=tpy (t(1-
k=0

_ tp
C1-t(l-p)
Conclusion,
ip

Puisque Y] et Y3 sont indépendantes, on en déduit que Gy, +v, = Gy, X Gy, (nous l’avons vu pour
des variables finies mais cela fonctionne encore pour des variables d valeurs dans N*). Ainsi,

vt e [0§ 1] ) Gyi+v, (t) = Gy, (t)Gyz (t>

Or Y7 ~ Yy ~ 4 (p). Donc par la question précédente,

2
Vte[0;1],  Griiwn(t) = (1_tt£_)> -

On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X a valeurs dans N, la fonction définie
sur N par
VneN, Fx(n)=PX <n).

Soit n € N. Si n = 0, puisque Y7 () = N*, on a Fy,(0) =P (Y; <0) =0. Si n € N*, on obtient

n n n—1 n
=Y PMi=k=>pl-p*! ZPZ(l—p)kzpll__(ll__p) =1-(1-p)".
k=1 k=1 k=0 ( p)

On note que la formule reste vraie si n = 0. Conclusion,

VneN,  Fy(n)=1-(1-p)"

La fonction de répartition est un autre outil mathématique (avec la fonction génératrice) qui
permet de caractérisée entierement la loi d’une variable aléatoire. A chaque loi correspond une et
une seule fonction de répartition. Ainsi, si vous calculez la fonction de répartition d’une variable
aléatoire et que vous reconnaissez une fonction de répartition connue, vous pouvez en déduire la
loi de la variable aléatoire associée. C’est le sens de la question qui suit.

On pose Z = min (Y1,Y3). Soit n € N. On observe astucieusement (mais c’est un classique!) que
Fz(n) =P(Z <n)
=1-P(Z >n)
=1—P(min(Y7,Y2) > n)
:1—P(Y >n,Ys >n)
=1-P{Y, >n)P(Ys >n) car Y] et Y sont indépendantes
—1-(1- Fy1 () (1 = Fyy(n).
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Comme Y] ~ Yy ~ ¥(p), par la question précédente,
Fz(n)=1-(1=p)"(1—p)" =1—(1—p)*".

Conclusion,

vneN,  Fzn)=1-(1—-p)*.

On constate que .
Fzn)=1-((1-p)*) =1-(1-2p+p")".

Conclusion, on reconnait alors

la fonction de répartition d’une loi géométrique de raison ¢ = 2p — p? = p (2 —p).

Pour les curieux

La fonction de répartition caractérise la loi. Autrement dit pour X et Y deux variables aléatoires a valeurs
dans N, si Fix = Fy alors X ~ Y.

Démonstration. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telle que Fxy = Fy.
Soit n € N*. On a

P(X=n)=P(X<n)—P(X <n)
=P(X<n)-P(X<n-1) car X () CN
=Fx(n)— Fx(n—1)
=Fy(n)— Fy(n—1) car Fx = Fy

Enfin,sin=0,P(X =0) =P (X <0) car X () C N. Donc
P(X =0)=Fx(0)=Fy(0)=P(Y =0).

Ainsi, pour tout n € N, P(X =n) =P (Y =n) ce qui démontre bien que X et ¥ sont de méme

loi (on rappelle bien que cela ne signifie pas que les variables aléatoires sont égales).
O

A Taide de ce résultat de seconde année et du calcul précédent, on peut en déduire que Z ~
Y (p(2-p))

(d) On pose T'= max (Y1, Y2).
On procede comme dans la question précédente. Soit n € N. On a

Fr(n) =P (T < n)=P(max (Y1,Y2) <n)

=P} <n,Yo<n)

=PY1 <n)P(Y2 < n) car Y7 et Y3 sont indépendantes
= Fyy (n)Fy,(n)

=1-01-p")(1-(1=p)")
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On ne reconnait pas directement une fonction de répartition connue. On proceéde donc comme
dans la démonstration de la proposition précédente. Pour n € N*, on a

PT=n)=PT<n)-PT<n-1)
= Fr(n) — Fr(n—1)
=1-2(1-p)"+(1-p*" - [1-2(1-p)" " +(1-p)"7
=2(1-p)" (-1 -p)+D)+1-p"*(Q-p)’-1)
=2p(1—p)" '+ (1—p)*" > (~2p+p?)
=2p(1—p)" ' —p2—p)(1-p)* 7.

Sin=0,P(T =0)=0. Conclusion, la loi de T" est donnée par

T(Q)=N" et VneN*, P(T=n)=2p(1—p)" ' —p@2—p)(1-p)>2.

5. Soit Y ~ ¥ (p) une loi géométrique de parametre p € ]0;1[. Démontrons le résultat suivant bien
connu en seconde année : E (V) existe et E (V) = %. La série numérique associé a l'espérance de YV
est donnée par > .y« kP (Y = k). Notez que contrairement & la premiére année ou les sommes sont
toujours finies, il n’est pas évident pour des variables a valeurs dans N* tout entier que l'espérance
existe. Ici pour tout k£ € N*, on a

KP(Y =k)=kp(1—p)F .
Deés lors, k2 x kP (Y = k) = k3p (1 — p)k_l. Or 0 < 1—p < 1 donc par croissance comparée,

lim A3p(1— p)k_l = 0.

k——+o0

On en déduit qu’il existe kg € N* tel que pour tout k > ko,

0<kp1l-pFl<lt &  0<kP(Y =k <—.

1
Or la série Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Donc par le théoreme
neN*
de comparaison pour les séries & termes positifs, on en déduit que Z EP (Y = k) converge et donc
keN*

+o0
Z kP (Y = k) existe ou encore
k=1
E(Y) existe.

L’énoncé admet que E(Y') = %. Démontrons-le par deux méthodes.

Méthode 1, par changement d’indice. Pour tout n € N*, posons S,, = >}_; kP (Y = k). Alors,

Sy = Zn: kp(1—p)*!
k=1
n—1
=> (k+1)p(1-p)
k=0
n—1 n—1
=>kp(L-p"+> pa-p’
k=0 k=0
-y RV SRR ot Gt Ol
_,;kp(l p)" —np(1—p) TP A

=(1=p)Sy—np(1—p)"+1-(1-p)"*".
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Ainsi,
pS,=1—-(1 —p)"'|r1 —np(1—p)".

Donc par passage a la limite quand n — +o0,

PEV) =1 o E(Y):;.

n
Méthode 2, par la série génératrice. Soit ¢t € [0;1] et n € N*. La fonction f,, : t — Z t*"P(Y = k)

k=1
est dérivable sur [0; 1] comme fonction polynomiale et pour tout t € [0;1],
n
) =>_kt*'P(Y = k).
k=1
D’autre part, pour tout ¢ € [0; 1],
= k
—1
falt) = t*p (1 - p)
k=1
n—1 .
=pt Yy (t(1—p))
k=0
1—(t(1-p)"
pt cart(l—p)<1l—p<l.
(1) S
1—t"(1—p)"
ot (1-p)
1—t(1-p)
Donc pour tout ¢ € [0;1],
1—t"(1—p)" " 1 —-p)" (1 —t(1—p)+ (1 —p)(1—t"(1—p)"
£ =p (1-p) ot (I-p)"(1—t(1-p)) (2 ) ( 1-»"
1—t(1-p) (1-t(1-p))

Par passage a la limite quand n — +oo, pour tout ¢ € [0; 1], par croissance comparée car 0 < 1—p < 1,

=k T P I-p
g;m INY_%ﬂ_l—tﬂ—#ﬁ+pz1—ﬂl—my

On récupére en réalité Gy (t) dans cette égalité. Notamment pour t = 1, on retrouve la formule bien

connue de G4 (1) =E (Y). Pour t = 1, on obtient

EY)=) kP(Y =k)=1+—"=-.
k=1 p p

Conclusion,

IE(Y):;.

L’usine est équipée de deux appareils dont on suppose les comportements indépendants I'un de I'autre.
On suppose que les deux appareils sont en fonctionnement le premier jour. Pour ¢ € {0;1}, on note N;
le premier jour pour lequel ’appareil ¢ tombe en panne et on note Z le nombre de jours a attendre
avant la premiere panne. Puisque les deux appareils fonctionnent le premier jour, on a par la question
que N1 —1 ~ Ny — 1 ~ 4 (). D’autre part, on a Z = min (N1, N2) — 1 = min (N; — 1, Ny — 1)
(I’énoncé est un peut vague sur la facon de compter les jours. On compte ici le nombre de jours qu’il
faut attendre avant la premiére panne. Le premier jour donc ne compte pas comme un jour a attendre).
Comme Nj et No sont indépendantes, Y1 = N1 —1 et Yo = Ny — 1 également donc par ce qui précede,

Z~9(p(2-p)).

8/23



; ! Mathématiques PTSI, Maths A 2021 Junior Cor 2021/2022

Posons ¢ = p (2 — p). On en déduit de ce qui précede, que

Conclusion, en moyenne, la premiére panne se produit au bout de

jours.

p(2—p)

Algeébre linéaire

On se place dans I'espace euclidien R? (d > 2) muni du produit scalaire usuel noté (z,y) entre les vecteurs
x et y. Le vecteur nul de Ry sera noté 0.
Dans tout le probléme, si V est un sous-espace vectoriel de R, on note V* 1’ensemble V \ {0}.
Si f est un endomorphisme de R?, pour tout entier n > 1, on note f" la composée n-fois de Papplication
f:
f=fof--of.
——

n fois

Si A est une matrice de taille n x p, on note A7 sa transposée.

Partie I
1. On considere la matrice B suivante :
1 -3 -1
B=|-3 3 =3
-1 -3 1

et on note g 'endomorphisme de R3 canoniquement associé a B.

(a) Bon, en gros, la question consiste a diagonaliser la matrice, ce qui sera une question classique
de seconde année. Cherchons d’abord ce que 'on appelle les valeurs propres de B. Soit A € R.
Déterminons Ker (B — A I3). Soit X = (z,y,2) € R3. On a

X € Ker (B — \3)
&  (B-A)X=0

1-Xx =3 -1 x

. 3 3-)x -3 |lyl =0
-1 -3 1-2A z
(1-XNz—-3y—2z=0

& —3r+B3-AN)y—32=0

- —3y+(1-XN)z=0
—z—=3y+(1-XN)z=0

= —3r+B3-AN)y—32=0 Ly < Ls
(I1-XNzx—3y—z=0
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Par D’algorithme du pivot de Gauss,
X € Ker (B — \I3)
-z —3y+(1-X)z=0

Ly < Ly — 3L
& B=A+9)y+ (-3 — 3+3>‘) =0 L§<—L§+(11—>\)L1
B+ 1-Ny+(-1+1-1?)z=
EY (12—=XNy+3(A=2)z2=0

—32-Ny+ (-2A+X*)z=0
——3y+(1-X)z=0
& (12—=XN)y+3(A-2)z=0
-32-Ny+A(A-2)z=0
Supposons A # 2. Alors,
X € Ker (B — \I3)
—x—3y+(1-XN)z=0

1
3y+Az=0
—x—3y+(1-XN)z=0
RS 3y+Az=0 Lo <> Ly

(12—=XN)y+3(A-2)z2=0
—x—=3y+(1—-XN)z=0
& 3y+Az=0 L3+ 3Lz — (12— \) Lo
9IAN-2)z—(12=X)Az=0
—x—3y+(1-XN)z=0
& 3y+Az=0
(A2 =3X-18) 2 =0
Soit A le discriminant de A> —3 A —18, A = 9+ 72 = 81. Donc les racines associées sont 3%9 =6
et % = —3. Donc si A ¢ {—3;2;6}, on obtient que
- —3y+(1-XN)z=0
X € Ker (B — \13) & 3y+Az=0
z=0
AN r=y=2=0 & X =0.
On en déduit donc que

IVAER\ {-3;2;6}, Ker(B—\I5)={0}.|

Si A = 2, alors, par ce qui précede,

X € Ker (B — 213) & 10y =0 &

—r—3y—2=0 {
0=0
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D’ou
-1
Ker (B — 213) = Vect 0
1
—1 1 -3 -1 -1 —1
On vérifieque B| 0| = -3 3 -3 0|=2|0].OK!
1 -1 -3 1 1 1
Si A = —3, on trouve alors que
—r—3y+42=0
= 3y+4dz=
X eKer(B+3L) & 3y — 32 =0 o {x yree=s
=z
0=0 Y
z
& X =z
z
D’ou
Ker (B +313) = Vect | |1
1 1 -3 -1 —1 1
On vérifie que B |[1| = -3 3 -3 1| =-3|1|. OK!
1 -1 -3 1 1 1
Enfin, si A = 6, alors,
—x — 3y — bz =
X € Ker (B — 613) & 3y+62=0
0=
rT=-3y—5z=06z—5z=1z
~
y=—2z
z
= X =|-2z
z

D’ou

Ker (B — 613) = Vect

On vérifie que B
-1

(b) Poursuivons. Posons %, = (u1,u2, us)

1
2 .
1
-1 1 1
-3 -2 =6|-2|. OK!
1 1 1
-1 1 1
= 01, (1],]|-2 et € la base canonique de R3.
1 1 1

11/23



; ! Mathématiques PTSI, Maths A 2021 Junior Cor 2021/2022

Alors,
-1 1 1
det (maty (%)) =0 1 -2
1 1 1
-1 1 1
=10 1 =2 L3+ Ls+ L,
0 2 2
1 -2 , \
=—1x 5 9 en développant par rapport a C

-1 1 1
P = 01],(1],]-2 est une base de R?.
1 1 1

De plus, on a u; € Ker (B — 213) ie. g(u1) = 2uy, uzs € Ker(B+ 3I3) ie. g(u2) = —3us et
us € Ker (B — 613) i.e. g (u3) = 6us. D’ou,

2 0 0
matg (9)=(0 -3 0
0 0 6

NB : on peut controler un peu son résultat en constatant que, la trace étant invariante par

2 0 0
changement de base, Tr(B) =1+3+1=5=2-3+6=1r 0 -3 0 . On approche
0 0 6
de la fin de la question. Montrons que %; est orthogonale i.e. (u1,us) = (uy,usg) = (ug,ug) = 0.
On calcule :
-1 1 —17 [17
<U1,U2> = 0 ) 1 = Oa <U1,’LL3> = 0 ; -2 = 07
1] [ 1] [1]
1T [17
<U2, U3> == 1 s -2 =0.
1 1]
Donc ’%’1 = (u1,ug,us) est orthogonale. ‘ Pour finir, posons
U 1 i Ul 1 _01 us 1 12
61:7:7 y 62:7:7 y 63:7:7 J—
feell V3 | Tl ~ V2| Tual ~ V5 |

Par tout ce qui précede, ‘ (e1, €2, €3) est orthonormée ‘ et

-3
mat (e1,e2,e3) (g) =

o N O
S O O

0
0

12/23
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()

3
Soit x = 2337;61‘- Puisque (e, ea, e3) est orthonormée on a directement (prop IV.1 du chap27)
i=1

Par linéarité de g,
3
g(z) = Zl‘z‘g (e:)
i=1

Or par ce qui précede, g (e1) = —3e1, g (e2) = 2e5 et g (e3) = 6es. Ainsi,

(9(x), ) = (—3z1€1 + 22969 + bX3€3, T1€2 + T2€2 + T3€3) = —Bx% + 2x% + 6x§.

Par récurrence, on obtient pour tout n > 1, ¢"(x) = (=3)" x1e1 + 2" woes + 6™w3e3. Do,

Vn > 1, v () = (¢"(x),2) = (—3)" 23 + 2"23 + 6"a3.

Dans la suite de cette partie, on notera v, (x) = (¢g"(z), x) pour tout entier n > 1 et tout vecteur
T € R3.

Soit x = x1e1 + xoeo + x3es # 0. Supposons que x3 # 0. Alors par la question précédente,
2 2 2 2
vp(x) = (=3)" af + 2"x5 + 6" a3 e 6"x5 > 0.

Donc il existe ny € N* tel que pour tout n > 1, v,(z) > 0 et notamment vy, (z) # 0.

Supposons maintenant que x3 = 0 et x1 # 0, alors de méme, v, () et (—3)" 22 donc tous
n (o.]

les termes pairs a partir d’un certain rang seront strictement positifs et tous les termes impairs
seront strictement négatifs. En particulier, & partir d’un certain rang, v, (z) # 0.

Supposons maintenant que 1 = 23 = 0. Comme z # 0, alors 2o # 0 et donc v, (z) = 2"z3 > 0
pour tout n € N*,

Conclusion, dans tous les cas,

Vo € R3\ {0}, 3ng € N*, Vn = ng, v, (x) # 0.

Soit & € R? tel que 23 # 0. Alors par la question précédente, on a vy, (z) ~ 6"x3 > 0 et donc
n—-—+0oo

Un—1(x) Mete 6" 12% > 0. Ainsi,

Conclusion,

2. On considére maintenant la matrice C' suivante :

1 -2 -2
C=|-2 1 =2
-2 =2 1

et h ’endomorphisme de R? canoniquement associé a C.

13 /23
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1 -1 1
(a) Méthode 1. On rappelle que e; = % 1], e = % 0|,e3= % —2|. Donc
1 1 1
h(er) = C— IR I B
el — =—=|-3| =-3a
V3| 313
h(es) = C— ol Lol s
e2) =C— = — = 3e
2 2 X N \ 2
h(es) = C— P I A
e3) =C—= |—-2| = —= |—6| = 3es.
3 NG ; NG ; 3
Conclusion, la matrice de h dans la base (e, ez, e3) est bien diagonale, plus précisément,
-3 00
mat(ehe%%) (h) = 0 3 0
0 0 3

Méthode 2. NON RECOMMANDEE! Je vous I’écris simplement parce que j’ai un mot a vous
dire sur P~!. Notons % la base canonique de R? et P = mate (e1,e2,e3). On a

1 V2 —v3 1
P=—|+v2 0 =2
Vi\vz va
Calculons P~!. On a les opérations élémentaires suivantes :
1 \/§ _\/?: 1 LQ(—LQ—Ll ! 00
P;T 0 V3 =3 T In— 1L 13; -1 10
6\ 0o 2v3 o0 AR 10 1
V2 V31 1 00
L 0 2v3 0 L3 <> Lo ~1 -1 01
S LN Y S Z\-1 1 0
1 Qﬂ 0 2 L3(—2L3—L2 1 0 !
76 0 2v3 0 L1+ 20+ L |\ b ol
0 0 -6 ! e -1 2 -1
] 6V2 0 0 2 2 2
~—1 0 2V3 0 Ly <+ 3Ly + L3 ~-10 1
2V o o g Z\-1 2 -1
100 Ly < 5L V3 1V3 1/V3
~[0 10 Lze%Lg > -1/vV/2 0 1/v/2
00 1 L3<——%L3 1/vV6 —2/v/6 1//6
On retrouve bien que P est inversible (ce que I'on savait puisque (e1, ez, e3) est une base de R?)
et
1 V2 V2 V2
Pl=—|(-vV3 0 V3
7

On pense bien da vérifier que P~'P = I3.

14/23
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On observe que P~' = PT. Tiens, tiens, tiens... Serait-ce un hasard ? Pas du tout, le cours de
seconde année nous apprendra que si P est une matrice de passage entre deux bases orthonor-
mées alors on a P~' = PT et on appelle ces matrices les matrices orthogonales (méme si les
bases ne sont pas juste orthogonales mais bien orthonormées, vilain piege). Si 'on avait su cela,
nous aurions pu éviter le calcul précédent !

Des lors, par la formule de changement de base, on a

mat (e, ¢, eq) (B) = P~'CP

1 -2 -2 ] -3 V2 1
=P -2 1 —2|= 0 V2 =2
-2 -2 1 V6 V3 ov2 1
1 -3 0 V3 1 -3v3 —-3v2 3
=5l V2 V2 va) el 0 e
6\ 1 -2 1 6\ 33 —3,2 3
L[VE 0 VB /—VE V2
=3 V2 V2 V2 0 —V2 -2
1 -2 1 V3 =2 1
L [6 0 0
=3 0 —6 0
0 0 6

3 0 0
mat(elvez,ea) (h)y=10 =3 0
0O 0 3

Je le répéte, tout comme le dit le rapport du jury, il fallait largement préconiser la méthode 1.

Pour tout entier n > 1 et tout € R3, on pose wy,(z) = (h"*(x),z). On a h(e;) = 3e; puis par
récurrence, pour tout n € N, h" (e;) = 3"e;. Ainsi,

wn (€1) = (" (e1) ,e1) = (3"er, e1) = 3" [lea]| = 3™

Deés lors
371
TR G0 R, -3
n—+00 Wy_1 (el) n——+oo 3n—1
De méme,
T S L NG )
n—+00 Wp_1 (62) n—+00 Wpn_1 (63)

Soit & = x1e1 + xaes + x3e3 € R3. De méme qu’a la question
Vn € N, wp(z) = 3"2] + (—3)" 2f + 3"z% = 3" (2] + (-1)" 23 + z3) .
Soit n € N. On a
— 2 n,_2 2 _
wp(z) =0 & i+ (=1)"z53+25=0
& z=0 OU (nimpairetx%—x%—i—m%:O).

Par conséquent pour que la suite (w,(7)),~, soit non nulle a partir d’'un certain rang il faut et

il suffit que 23 — 23 + 23 # 0. Conclusion,

D:{x=w161+$262+$363€R3 x%—iﬂ%ﬂLw%?ﬁO}-
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(d) On teste quelques vecteurs simples. Il faut garder du x9 et de z1 ou x3. Prenons zo = e; +e2+e3.
Alors, 1 = 29 = 3 = 1 et donc IL‘%—:L’%—{—I’% =1—-141=1%#0.Donc g € D. De plus, pour
tout n € N,

wo () = 3" (14 (=1)" +1) = 3" (2+ (=1)").

En conséquence,

Vn € N*, wp(z) 5 2+ (—17):1 _ {9 si n est pair
1(z) 24+ (-1)

Wy — 1 si n est impair

La suite ( M) présente donc deux suites extraites qui convergent vers des limites diffé-
wn—1(2) / peN+

rentes. Conclusion,

wy, (x0)

pour xg = e1 +ea+ ez on a xg € D et la suite (> diverge.
Wn-1(70)/ e

(e) Soit € D. Pour tout n € N*  on a

w(z) _ 3" (o4 (D)"23+23) e+ (-1)"af+af _
wna () 302 (23 4 (-1)"" : w3+af) i+ (=1)"wd+ a3
Conclusion,
wy, (2
Vz € D, lim @) _g
n—-+oo wy,_2 ()
Partie 11
Soit A = (ai;), <ij<q UDE matrice symétrique réelle d’ordre d et f ’endomorphisme de R% canoniquement
associé a A. On admet qu'il existe (ey, ..., eq) une base orthonormée de vecteurs de R? telle que la matrice
de f dans cette base soit une matrice diagonale. On note Aq,..., Ay les coefficients diagonaux de cette

matrice et on les suppose rangés dans 1’ordre des valeurs absolues croissantes
Al < o] < <A

Pour tout entier n > 1 et tout z € R%, on note u,(z) = (f"(x),z) et on note D I’ensemble des z € R? pour
lesquels la suite (uy,),~; est non nulle & partir d’'un certain rang.

1. On suppose que [Ag_1| < |Ag|. Soit x € R? tel que (x,e4) # 0. On note z1, ..., x4 les coordonnées de
x dans (e, ...,eq). Puisque la matrice de f est diagonale dans la base (ey,...,eq), pour tout n € N,
on a

d
"(z) = Z/\Z Tre.
k=1

Puisque (ey,...,eq) est orthonormée, on obtient donc
Vn €N, up(z) = Z A xh

Par hypothése on a pour tout k € [1;d — 1], |Ax] < |Ag—1| < |Ag]- Donc pour tout k € [1;d — 1],

A< A

n—-+0o

De plus, z4 = (z,e4) # 0. Donc
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Comme |Ag| > [Ag—1] = 0 et x4 # 0, on a Ny :1;3 # 0. Nécessairement x € D et de plus,

Up () na?

- ~ Tn—_1 o == )\d .

Up—1(z) n=+oo N1 2
Conclusion,

U (z
Vr € D, (z,eq) #0, on a lim ﬁ:)\d.
n—+o00 un_l(x)
2. On suppose maintenant que

(1) Akl < |Aal et Apy1=---=Ag
pour un certain k < d. Soit z € R? tel que (x,eq) # 0. Notons (z1,...,xq) les coordonnées de z. On

a pour tout n € N,

d k d
un(x):Z)\fx?:Z)\?x?Jr)\g’ Z z2.
i=1 i=1 i=k+1

Puisque 4 = (z,e4) #0, on a ¥% ., 22 > 0. De plus pour tout i < k, |A\;| < [Ag| donc

d
n 2
un, () et Ay i_EkH x;.

Comme N >4, 1 22 # 0, on en déduit que (un()), ey ne s’annule pas a partir d’un certain rang i.e.

z€eD et 4 )
un () d2imki1Ti
(z) n—troo nLy~d 7 = Ad-
Un—1(2) nr+eo AG i=k+1T;
Conclusion, dans ce cas, on a a nouveau,
Vz € D, (z,eq) #0, on a lim ———— = )\g.
n—-+oo un_l(gj)
3. On suppose maintenant que \g_1 = — A\g # 0. Posons x = e4_1 + 2¢4. Alors, pour tout n € N,
d
un (@) = DN 2] = Ny HANF = Af (44 (=1)") #0.
= —_~———
£0 >3>0
Donc = € D. De plus, pour tout n € N*|
un(z)  Nj(A+(=1)")  [Aa3 sin est pair
un-1(@) N3V (44 (=1)"7") | Aa 3 sin est impair

Puisque A\g # 0, alors Ay 2 # Ag 2 et donc la suite (un(x)/un-1(7)),>, admet deux sous-suites qui
convergent vers des limites distinctes et donc

Pour z = e41 + 2e4, on a ¥ € D et la suite (un(z)/un—1(x)),>, diverge.

Partie III

17/23
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Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre d, non nulle, et f ’endomorphisme de R? canoniquement
associé & A. On admet toujours qu'il existe (eq,...,eq) une base orthonormée de vecteurs de R? telle que
la matrice de f dans cette base soit une matrice diagonale. On note Ay, ..., Ag les coefficients diagonaux de
cette matrice et on les suppose rangés par ordre croissant :

M<K << g
Pour tout 1 < k£ < d, on note

Ej = Vect (eq,...,ex) et Fy, = Vect (e, ..., eq).

1. Soit & € Fj}. La famille (eg,...,eq) est libre en tant que sous-famille de (e1,...,eq) et engendre Fj.
Donc (e, . .., eq) est une base de Fy. Notons (zy, ..., x4) les coordonnées de = dans cette base. Comme
la matrice de f dans (ey,...,eq) est diagonale, on a

d
i=k

Comme (eg, ..., eq) est orthonormée,

{f (@), )
)
Conclusion,
wer, UL

2. Par la question précédente, Ax est un minorant de I’ensemble on a { %

x = eg. Alors, x € Fy, et x # 0 (car ey, fait partie d’une base donc ne peut pas étre nul). Enfin,

(f()) _ newer) _

(wa) e

x € Iy } De plus, posons

Par conséquent le minorant )\j est atteint en un point de F’ et est donc un minimum :

3. On proceéde de méme que précédemment. Soit z € Ef. Alors il existe (x1, ..., 7;) € RF\ {Ogx} tel que
T = Zle z;e;. Des lors,
k
i=1
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Or \1 <X <... < \.. Done

k k
(f(x),z) = Z)\zx? < )\kaZ = X\ (z,x)
i=1 i=1
Puisque x # 0, (z,z) > 0 et donc
] {f(2), )
Ve e E S K g
T € ks <x7x> k

Donc g est un majorant de {% ‘ x € E} } De plus, z = e, € E} et on a vu que dans ce cas
(f(2),x)

o) = Ak. Donc ce majorant est atteint et est donc un maximum :

4. Pour tout entier k, 1 < k < d, on note Vi ’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de R? de
dimension k.

(a) Soit V' € V. Par la formule de Grassmann,
dim (V' N Fy) = dim (V) 4 dim (Fj,) — dim (V + F,) .

On a déja vu que (eg, ..., eq) est une base de Fy, donc dim (Fy) = d—k+1. De plus, V et F} sont
des sous-espaces vectoriels de R? donc V + Fj, aussi et notamment dim (V + F},) < dim (Rd) =d.
Ainsi,

dm(VNF)=k+d—k+1—-dim(V+F;)>d+1—-d=1.

Conclusion,

YV eV,  VNF#{0}|

(b) Soit V' € V. Par la question précédente, V N Fy, # {0}. Donc il existe xg € V N F}, tel que g # 0.
Puisque zg € V*, (x0,z0) # 0 et 2 € F}f, par ce qui précede,

(f (z0),z0) > min (f(x), )

= )\z.
(X0, x0) zeFy  (x,T) k

Donc, en admettant que le maximum dans V* existe (I’énoncé aurait dii étre plus explicite sur
ce sujet), comme xg € V*, on obtient que

YV e Vg, maXM2)\k.
zeV*  (x,x)

(¢) De la question précédente, A est un minorant de I’ensemble

x),
{max M Ve Vk} )
eV (x,x)
Montrons que ce minorant est atteint. Posons V' = Fj. Puisque (eq,...,ex) est une base de Ej
(génératrice par définition et libre en tant que sous-famille de (eq, ..., e,) qui est une base). Donc
dim (Ey) = k et ainsi, Ej, € Vi. Par la question [3.|on avait
x), T
max T ELT

zeE;  (z,x)

Donc pour V = E}, la valeur A\ est bien atteinte. Conclusion, le minorant est un minimum :

min max 7<f($)’ z)
VeV, zeVr  (xz,x)

= A

19/123



; ! Mathématiques PTSI, Maths A 2021 Junior Cor 2021/2022

(d) Soit V € V4_41. Comme précédemment, on note que
dim (VN E) =dim (V) +dim (E) —dim(V+ Ey) >d—k+1+k—d=1.
Donc VN Ej, # {0} ou encore, il existe zg € V N Ey, xg # 0. Puisque zg € Ej}, par la question
(f (z0) ;o)

< k.
(0, 20) g

Donc, sous réserve d’existence du minimum, ce que 'on admet, comme xg € V*, on a

0 (f(x),z) < (f (z0),z0)

<A
eev: (x,x)  (xo,70) K

Donc Mg est un minorant. Montrons que c’est un minimum. Posons V = Fj. On a déja vu que
dim (V) =d — k+ 1. Donc Fj, € V4_41. Or par la question

@),

=g .
el (x,T) g

Donc \j est une valeur atteinte pour V = Fj. Conclusion, A; est bien un minimum :

min  max M =\
VeVy_py1 xz€V* <3§', 1f>

5. Soit @ une matrice de taille d x (d — 1) telle que QTQ = I;_; et soit ¢ I'application linéaire de R?~!
dans R? canoniquement associée & Q. On pose alors A’ = QT - A - Q et f’ I'endomorphisme de R4~!
canoniquement associé a A’.

(a) En voila une question plus gentille. On a
()" = (Q74Q)" =QTAT (") = QTAQ = A car A est symétrique.

Conclusion, (Q & coefficients réels puisque 1’énoncé parle de ¢ de R%~! dans R? et A aussi)

‘A' est une matrice symétrique réelle.

On admet alors qu’il existe (ef,...,€}_;) une base orthonormée de vecteurs de R-1 telle que
la matrice de f’ dans cette base soit une matrice diagonale. On note X, ..., \;_; les coefficients
diagonaux de cette matrice (éventuellement égaux) et on les suppose rangés dans 1’ordre croissant.

(b) Soit x,y deux vecteurs de R4~! et XY les matrices colonnes de leurs coefficients dans la base
canonique.

i. Des questions faciles en fin de sujet : cela nous rappelle qu’il faut bien lire 'intégralité d’un

z
sujet avant de le commencer. Par le cours, on a directement, en notant X = : et
Td—1
Y1
Y=|:
Yd
d—1
i=1
Conclusion,

{x,y) = XY,
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ii. Par le chapitre sur la représentation matricielle, on sait que, en notant % la base canonique
de R?, on a maty (g(z)) = QX et maty (¢(y)) = QY. Donc de méme que dans la question
précédente (mais dans R? cette fois-ci)

(a(2),q(y)) = (QX)" QY = XTQTQY.
Or par hypothese, QTQ = I;_,. Donc

(q(x),q(y) = XTY = (z,9).

iii. On pose Ej, = Vect (€], ..., e}). Par linéarité de ¢, on a

q (E},) = Vect (g (€]),....q(er))-

Donc (g (€}),...,q(e})) engendre g (E}). Montrons que cette famille libre. Soit (A1, ..., Ag) €
R tel que

k
Z Aiq(ef) =0.
i=1

Alors, pour tout j € [1; k],

0 @Aiq(eo ,q<e;->> -

(]~
>
<.

M~
L)

—~
,
SO~

~—
(S

—~
@,

oo~

~—
~—

@
Il
—

A <e;, e;-> par la question précédente

Il
)
M-
i

I
> O

+ A (¢j,€5) +0

j Hej||2 =\ car la famille (e7,...,e}) est orthonormée.

Donc \; = 0. Ceci étant vrai pour j € [1;k], on en déduit que (g (€}),...,q(€})) est libre
et de plus elle engendre ¢ (E},), donc est une base de ¢ (E},). Conclusion,

dim (q (E,’C)) = Card (q (e’l) N (e%)) =k.

L’idée de cette question est de voir que (e1,...,ex) est orthonormée et q préserve le produit
scalaire et donc la norme. Ainsi, (q(€}),...,q(€})) est aussi orthonormée et est donc libre.
Le rapport du jury souligne qu’il suffisait de dire que cette famille est orthogonale, ce qui est
insuffisant a mon sens car il faut aussi que chaque vecteur image q (e}) soit non nul (ce qui
n’est pas garanti par le caractére orthogonal mais par le caractére normé). Vous verrez en
seconde année qu’une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

(¢) Par la question 3. appliquée & A’, on obtient
(f'(x), z)
A, =

max ———.
a:E(E,’C)* (l’,l‘>

Soit z € (E})" et X sa représentation matricielle dans la base canonique. Posons z = ¢(z). La
représentation matricielle de z dans la base canonique est alors donnée par QX . Deés lors,

(f'(x),z) = xT (A’)TX =XxTAX car A" est symétrique
=XTQTAQX
=XTQTATQX car A est symétrique
= (4QXx)" QX

= {f(2),2).

21/]23
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De méme,
(z,2) = (QX)T (QX) = XTQTQX = X"X = (2,2).

Puisque z # 0, alors (z,z) = ||lz||* # 0 et donc (z,z) # 0 et z # 0. Donc

ety ety =G0

(22 )« (22 s cvir

Réciproquement, soit z € ¢ (E},)". Alors, z # 0 et il existe z € E}, tel que z = ¢(z). Puisque
z # 0, alors, par linéarité de ¢, z # 0. Donc = € (E},)*. De plus comme z = g(z), par ce qui

@) 2 Y02 Aingi

Autrement dit,

précede, on a toujours

Vzeq(E)", Jwe (B, <f<’:(flv>x> _ <f< iZ)Z’>Z>'

(z,z)

D’ou
ceq(B)}

re () = {22

N

Et par suite,

En particulier,

{f'(x), x) {f(2),2)

max —/—— = max
we(B)" (T,x)  seq(BL)” (%,2)

Conclusion,

C @9
)\k_zeq(E;c)* <Z,Z> .

Posons Vy = ¢ (E},). Par la question |5.(b)iiif dim (V) = k i.e. V € V. Donc par la question (4.c))
(). 2) UOEN
k -

max ————— > min max ————— =
zeq(EL)" (z,2) ~ Vev, zev+ (2, 2)

Par la question précédente, on en conclut que

Posons F, = Vect (e}, ..., €}_;). Par la question [2 appliquée & A’, on a

) ), T
wip Y@
weFy (x, 1)
Or de méme que précédemment, (il suffit juste de changer les vecteurs €/, ..., e}, par les vecteurs
€, - -+, €y_1) on montre que

{f'(x), x) (f(2),2)

max ———— = 1nax
we(F) (Tm)  seq(r)) (2,2)

Donc
y (f(2).2)

max
ceq(F)" (%,2)
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Toujours comme précédemment, on a dim (g (F},)) = Card (q (€),---sq (e’dfl)) =d—1-k+1=
d — k. Donc q (F}) € Vi = Vi (kt1)+1- D’oul

A < min max M
Vevd_(k+1)+1 zeV* <Z, Z>

Finalement par la question [4.d|

N < Akt -
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