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Mathématiques PTSI, CCBA Cor Mardi 09 mai 2023

Corrigé du Concours Blanc Maths A

Exercice I - Un endomorphisme de .7, (R)

On considére

Mo (R) — o (R)
f: (a b) = 1(7(1—50 36—3d>
c d 2\-5a+Tc —3b+3d/’

On admet que f est linéaire.

10 0 1 00 0 0
1. OnposeEl—(O 0>,E2—<0 O>’E3_<1 0) etE4—<0 1>.A101"s,

’la famille € = (F1, Eq, E3, E4) est la base canonique de .#5 (R) et dim (.#2 (R)) = 4. ‘

pa-s(() )40, -T2

2. On observe que

7/2
Donc la premiére colonne de A est | é) /2l De méme,
0
3 3 5 7 3 3
Ey)=—-Ey,—-FE Es)=—-E1+-F E)) =—-Ey+ -FE,.
f(Ea) =3B~ 5By, f(EB3) S Pt 5B, f(By) 5B+ 5B
Conclusion,
7 0 =5 0
1 0o 3 0 -3
A=305 0 7 0
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3. Soit u = (z,y, z,t) € R On a les équivalences suivantes :

u € Ker (A) & Au = Opa

7 0O -5 0 T
1 0 3 0 -3 y|
< 3l 0 7 0 | |sf 70
0o -3 0 3 t
Tr—5z=0
3y—3t=0
o Yy
—bxr+72=0
—3Jy+3t=0
Tx—5z=0 .
y—t:() L2<—§L25
= (_E) _0 L3<—L3—|—7L1
)%= L4%—%L4
y—t=
Tx—5z=0
& y—t=20 car Ly = Lo
z=0
r=2=0
=
{y:t
0
|y
= u = 0
Yy
Conclusion,
0
1
Ker (A) = Vect 0 .
1
—_——
=UK

On note que ug est non nul et donc forme une famille libre et engendre Ker (A) donc uy, est une base
de Ker (A). Puisque f est canoniquement associé & A dans .#5 (R), on a

Ker (f) :Vect<{8 ﬂ)

4. Par la question précédente, (ug) est une base de Ker (A4). Donc

dim (Ker (A)) = Card (ug) = 1.

Par le théoréeme du rang matriciel, on en déduit que
rg(A) =4 —dim (Ker (4)) =4—-1=3.

Toute base de Im (A) sera donc constituée de trois vecteurs. On a

7 0 -5 0

110 1] 3 110 1 (-3

m(A)=Vect | o1 1502|720
0 -3 0 3
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On note que Cy = —C?3, on peut donc oter Cy (ce qui est cohérent avec le rang observé).
7 0 -5
110 113 110
Im (A) = Vect 5 _5 5 5 0 y 5 7
0 -3 0

De plus, les opérations élémentaires ne modifiant pas I’espace engendré, on a

EN{

0 (1) 0 Cl — 201
Im (A) = Vect slelol |7 Cy + 20
I 0 1 0 03 < 203
27 107 [-5]
0 1 0
= Vect ol 1ol |7 Ci+ Ci+ 0y
0] [—1] [0
707 5
0 1 0
= Vect dolol 7 C1+ 10y
0] |—-1] L0 |
17 [0 [O]
0 1 0 1
= Vect 11 lol 1 C3 19 (Cg + 501)
0] |—-1] (O]
(1T [07 [0]
0 1 0
= Vect ol 1ol 11 Ci+C1—C3
0] |—-1] [O]
—%;

La famille %; engendre Im (A). Montrons qu’elle est libre. Soit (a, b, c) € R? tel que

1 0 0
0 1 0
a 0 +0b 0 +c 1l = 02.
0 -1 0
Alors,
a =
b=
& a=b=c=0
C =
—d =
Donc % est libre. Conclusion,
1 0 0
0 1 0
Br = ol 1ol 14 est une base de Im (A4).
0 -1 0
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Puisque f est canoniquement associée a A dans .#5 (R), on en déduit que

; 10} {0 1}[0 OD_ B
,%’I—([O ol lo 11711 o = (F1, B2 — E4, E3) est une base de Im (f) .

On pose
el =

i(l 0) e_i(o 1) e_i(l 0) e—i<0 1>
V2 -1 0/ 27 pl\o 1) P B\ 0/ P R\ 1)

Enfin on note & = (e, 2, e3,¢€4).

5. Méthode 1, par la représentation matricielle. Posons P = maty (#). On a

1 0 10
p_ L[ 0 1 01
V2l -1 0 10
0 -1 01
Puis,
1010
po L [0 101 L3+ 5 (L3 + L)
72y210 0 10 Ly+ 5 (Lo+ Ly).
0001

La matrice obtenue est triangulaire avec aucun zéro sur la diagonale. Donc P est inversible. Conclusion,

‘%’ est un base de .Z> (R) ‘

Méthode 2, par le rang. On a les opérations élémentaires suivantes :

womn((h 0.0 00000 wema oo
= (506 (506 %) atats
=s((4 )6 26061 alie
:rg<<t1) 8)(8 o)’<1 8)(0 1)) glig{_cci
—4

car on reconnait la base canonique de .#5 (R). Donc rg (#) = 4 = dim (.#> (R)) = Card (#). Donc
A est libre et génératrice, conclusion,

‘95’ est un base de .Z> (R) ‘

Méthode 3, par la liberté. Soient (a,b, c,d) € R* tel que

ae1 + bes + ceg + deg = Os.

Alors
a+c=0 a+c=0
b+d=0 o b+d=0 Ly« L3+ Ly
—a+c=0 2¢ =0 Ly < Ly+ Lo.
—b+d=0 2d=0

Donc a = b =c=d=0. Donc # est libre. De plus Card (#) = dim (.#> (R)). Conclusion,

‘% est un base de .5 (R) ‘
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6. On a les égalités entre matrices suivantes :

1 L0 o

fler) = 2f ((_1 0>> par linéarité

1 7+5 O) I
=5/ (_ 5_7 0 par définition de f

De méme,
1 (0 3+3>_
flea) =5 2&)—3—3 3e2
1 (7-5 0
f(es) 22(—5+70>_63
1 /0 3—3)_
‘HQ%_mE(O—%+3 =0
Conclusion,

[fle)=6er,  flea)=3es,  fles)=es,  flea) =0

On en déduit alors directement que

6 00 0
0300
D=matz(f)=1¢ ¢ 1 ¢
0000

7. On a vu que f(e4) = O2. Donc e4 est un vecteur non nul de Ker (f). Or on sait également que
dim (Ker (f)) = 1. Conclusion,

’ (e4) est une base de Ker (f) ‘

On observe les points suivants :

o Puisque %y = (e1, ea,e3) est une sous-famille de A et que £ est une base et donc libre, on en
déduit que A est une famille libre.

e De plus, on a rg(f) =rg(A) = 3. Donc dim (Im (f)) = 3 = Card (%).

 Enfin montrons que %y est une famille de vecteurs de Im (f) (important!). Puisque f (e1) = 6ey,
alors, par linéarité de f,

= =1(3).

Donc e; € Im (f). De méme, ey = f (%2) €Im(f) et e3 = f(e3) € Im(f). Donc % est bien une
famille de vecteurs de Im (f).

Conclusion,

‘%0 = (e1, e2,€3) est une base de Im (f) ‘

8. Par la question 77 on a

1 0 1 0
1 0 1 0 1
0 -1 0 1
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9. Par la formule de changement de base, on a

A=PDp! ie. D =P AP

Comment aurions-nous pu nous tromper sur cette formule ¢

10. Soit E un espace vectoriel. Soient p un projecteur de E et g un endomorphisme de FE.

(a)

Supposons que g o p = g. Montrons que Ker (p) C Ker (g). Soit « € Ker (p). Alors p(z) = 0.
Donc en composant par g, g (p(z)) = g (0g) = Og car g linéaire. Donc gop(xz) = 0g. Or gop = g.
Donc
g9(x) = gop(x) =0Op.
Donc = € Ker (g). Ceci étant vrai pour x € Ker (p) quelconque, on en déduit que Ker (p) C Ker (g)
et donc
gop=y9 =  Ker(p) S Ker(g).

Réciproquement, supposons que Ker (p) C Ker (g). Montrons que g o p = g. Soit x € E. Puisque
p est un projecteur, on sait que E = Ker (p) @ Im (p). Donc il existe 1 € Ker (p) et z2 € Im (p)
tel que x = x1 4+ x9. Des lors,

gop(x) =gop(x1 +x2)

=g((p(x1) +p(z2)) par linéarité
=g (p(z2)) car x1 € Ker (p)
=g (z2) car zo € Im (p) = {u € E | p(u) = u} car p est un projecteur.

D’autre part,
g(@) =g (@1 +22) = g (21) + g (22).
Or z; € Ker (p) € Ker (g). Donc g (z1) = 0g. Ainsi,
9(x) = g (z2) = g o p().
Ceci étant vrai pour x € E quelconque, on en déduit que g = g o p et donc
Ker(p) SKer(g) =  gop=g

Conclusion,

]gozozg & Ker(p)QKer(g)-\

Supposons po g = g. Soit y € Im (g). Il existe x € E tel que y = g(z). Montrons que y € Im (p)
sachant que Im (p) = {u € F | p(u) = u} car p est un projecteur. On a

p(y) =p(g(x)) =pog(x) =g(x) =y.

Donc y € Im (p). Ceci étant vrai pour y € Im (g) quelconque, on en déduit que Im (g) C Im (p)
et donc

pog=g = Im(g) CIm(p).
Réciproquement, supposons Im (¢g) C Im (p). Montrons que po g = g. Soit z € E. Alors y =
g(z) € Im(g) C Im(p). Or puisque p est un projecteur, Im (p) = {u € E | p(u) = u}. Donc
p(y) =y ie.
p(9(z)) = g(x).

Ceci étant vrai pour tout « € E, on en déduit que po g = g et donc

Im (g) € Im (p) = pog=g.

Conclusion,

lpog=g &  Im(g) CTm(p).]
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Probléeme II - Homothéties complexes

On consideére
R? — . (R)

P ) (Z _b>.

a
1. Soit (A, 1) € R%, u = (z,y) € R? et v = (a,b) € R%. Posons w = Au + pwv. On a

/\ac—i-/m}
Ay +pbl”

Par suite,

=gt B 2 D) ens ) rew ot

Ainsi, o (Au+ pv) = Ap(u) + pe(v). Conclusion,

‘gp est linéaire. ‘

2. Soit (a,b) € R% On a

(a,b) € Ker (¢) & <Z _ab) = Os & a=b=0.

Ainsi,
Ker () = {0p2}
Conclusion,

‘l’application i est injective. ‘

3. Puisque R? est de dimension finie, par le théoréme du rang et la question précédente,
1g () = dim (R?) — dim (Ker () =2 -0 =2.

Notamment
rg (p) < 4 = dim (4 (R)) .

Donc Im (¢) # A5 (R) et on en déduit que

‘l’application  n’est pas surjective. ‘

On considére C en tant que R-espace vectoriel. On rappelle alors que @ = (1,7) est la base canonique de
C. Pour tout (a,b) € R?, on pose f,ii ’'endomorphisme de C canoniquement associé & la matrice ¢ (a, b).

4. Soient (a,b) € R? et a = a + ib. Soit z = z + iy € C, avec (z,y) € R2. Alors maty () = {ﬂ Donc
mate (/()) = mate (f) mate (2) = 4 2] = |12 ]
Alinsi,
f(z) = (az — by) + i (bx + ay) .
D’autre part,
alde (2) = az = (a +ib) (z + iy) = ax + iay + ibx — by = (ax — by) + i (bz + ay) = f(2).

Donc
Vz e C, f(z) = aldc (2) .

Conclusion,
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5.

6.

Si a =0, fo =0g() n'est pas un automorphisme.
Si o # 0, alors f, est inversible et f;! = éIdC = fi/a- En effet,

1
o

De méme, f/q © fo = Idc. Conclusion,

[fa€GL(C) & a#0c]

Soit (a,b) € R%. On a les équivalences suivantes

a

¢ (a,b) = <b ;b> inversible

& matey (fuiip) inversible

& farap bijective

& a+ b # O¢ par la question précédente
= (CL, b) 7& Opz.-

Conclusion,

(¢(a,b) €GLa(R) & (a,b) # Ope.

Pour tout k € N*, on pose f¥ = fofo---ofet fO=1Idc. Soit F = {f, € Z(C)|acC}.
—_—

7.

k fois

(a) On observe les points suivants :

o FC Z(C) par définition.

¢ Si f=0g(). Alors, pour a = Oc, on a f = f, € F. Donc 0.¢(c) € £ (C).

o Soient (\, ) € C? et (f,g) € F2. Puisque f € F, il existe a € C tel que f = f, et de méme
g € F, donc il existe § € C tel que g = fg. Posons h = A f + pug = X fo + pufs. Alors, par la
question 77

h=X(alde) + p (Blde) = Aa+ pB) Idc.

Posons v = Aa+ uf € C. Dés lors, h = vIdc = f, € F. Donc A f + ug € F et I est stable
par combinaisons linéaires.

Conclusion,

‘F est un C-sous-espace vectoriel de .Z (C). ‘

(b) Soit (u,v) € F2. Alors il existe o € C, u = f, et 3 € C tel que v = f3. Par suite, par la question
29

uov = foo fg = (aldc) o (Bldc) = apfldc.
Posons v = a8 € C, alors wov = 7ldc = f, € F. Conclusion,

YV (u,v) € F?, uowv € F.

(c) Soit a € C. Procédons par récurrence. Posons pour tout k € N, 22(k) : « f¥ € I ».
Initialisation. Si k = 0. Alors, f0 =1Idc =1 x Idc = f1 € F. Donc £(0) est vraie.
Hérédité. Soit k € N. Supposons (k) vraie : f¥ € F. Posons u = f¥ et v =f. Onadoncu c F
et par définition de F', v € F. Donc par la question précédente, u o v € F'. Autrement dit,

Al = fro fy=uov e F.

Donc Z(k + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout k € N, Z(k) est vraie :

Vk € N, fFeF
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8. Soit n € N, n > 2.

(a) Soit a € C. Toujours par la question ?? on remarque que
fg = (aldc) O---0 (aId@) = a"Id@.
Par suite, on a les équivalences suivantes :

fo=fiviofa &  a"ldc=((1+1i)ldc) o (aldc)
= a"lde = a (1 +1i)Idc.

Notamment en évaluant en z = 1, " = «a (1 +1i). Réciproquement si o = a(1+1), alors
a™ldc = a (1 +4) Idc. Ainsi,

fa=hyiofa & a"=a(l+i)
& a=0 0oU a" t=1+3i car n = 2
& a=0 OU o" ! =261

2k7

& a=00U Jke[0;n—2], a= (\/ﬁ)l/(”_l) 1)

1 Z(ZkJ+ s )
& a=0 oU ke [0;n—2], a =220 e\n-17dn-1)/

Conclusion, ’ensemble solution est

& ={0c}U {22(77171) ei(%Jra(nLJ)) ‘ ke 0;n— 2]]} .

(b) Soit z € R. On a directement

cos (2z) = 2cos*(x) — 1.

(c) En particulier, pour z = g,

Donc

Or 0 < 7 < 5 donc cos (%) > 0 et donc

(W> V242
cos|{— )| = ———.
8 2

On peut aussi procéder de méme pour le sinus & partir de cos (2z) = 1 — 2sin?(z). Ou alors,

sin? (g) =1 — cos? (%) =1- \/§4+ 2 = 2 _4\/2

De méme 0 < 7 < 5 donc sin( ) > 0. Conclusion,

us
8

Cos (W) :M sin(

T 2—4/2
8 2 5)12“‘7?““
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(d) Soit M € Im (¢). Alors, il existe (a,b) € R? tel que

a

—b
b 4 ) = matey (forib) -

M:¢w®=<

Posons o = a + ib. Alors M = maty (f,). D’autre part,

(

1

L) == n

Ainsi,

s

foCL = fl-‘ri ofa‘

Donc par la question précédente,

)

Doncpourn=3,onak=0o0uk=1:

-1
1

1
1

M”:( &

1 - 2k s
a=0 ou ke [0;n—2], aszel(ﬁer)

5 (1 —1)
M _‘<1 )M
= a=0 OU a=27ef OU a=27el(™F)
N a=0 ou a=/v2cos (%) ou a=—/v/2cos (=)
b=0 b=+/v2sin (%) b= —/v2sin ()
& {azo ou {aﬁ 2 ou {a\/ﬁ s
= 27\/5 27\/5
b=0 b=/V2VEY2 Y o=,
a=0 0 = Y2vV2+2 0 V22t
2 P
& {b:o ou . Ao/ ou =
= A _ /
= — V2+1 _ V241
- b= 2V b= —\2 ’
] . 3 1 —].
Conclusion, les solutions de M*° = L M sont
M—02 ouU M = — o M=_Y= '
2 \Vv2-1 Vv2+l > \VVa—1 JVail
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Probléme III - Probabilités

Soit n € N. On possede n + 1 urnes Uy, Uy, ..., U,. On remplie I'urne Uy de deux boules rouges et deux
boules vertes et toutes les urnes Uy, ..., U, de deux boules rouges. On pioche deux boules dans I'urne Uy
que l'on range dans Uy. On pioche alors deux boules dans Uy que 'on range dans Us. Ainsi a I'étape k € N*|
on pioche deux boules dans 'urne Ui_; que 'on met dans I'urne Uy. Pour tout n € N*, on note X,, le
nombre de boules vertes contenues dans 'urne U, a la fin de 1’étape n et si n = 0, on pose Xg = 2.
1. On pioche une boule dans Uy et on note Y; la variable aléatoire retournant 1 si I'on a obtenu une
verte et 0 sinon. Sans remise, on pioche une seconde boule dans Uy, on note Ys la variable aléatoire
retournant 1 si 'on a obtenu une verte et 0 sinon.

(a)

Puisque Y7 n’a que deux issues 0 et 1 : alors Y7 suit une loi de Bernoulli. Déterminons son
parametre. Puisque le tirage dans Uy est équiprobable et que Uy contient deux boules vertes et
deux boules rouges, on a

2 1
PYi=1)=-=-=
Yi=1)=,=3
Conclusion,
1
v~ (3).

On pouvait aussi répondre

Yi~ 2 ([0:1) |

De méme, Y5 suit une loi de Bernoulli. Par symétrie des hypotheses sur les boules vertes et rouges
on peut anticiper que la probabilité d’obtenir une boule verte est la méme que celle d’obtenir une
boule rouge et donc P (Y2 = 1) = 1/2. Démontrons-le. On note que ((Y; =0),(Y; =1)) forme
un systéeme complet d’événements. Donc par la formule des probabilités totales,

P(Ya=1)=P(Ya=1|V1=1)P(Y1=1)+P(Ya=1|Y; =0)P(Y; =0).

Par la question précédente, P (Y7 = 1) = P(Y; = 0) = 1/2. D’autre part, si Y7 = 1 est réalisé, on
a retiré une boule verte de I'urne Uy, il reste donc 1 verte et 2 rouges. Ainsi,

1
P(Yz=1|Yi=1)=g.

De méme, si Y7 = 0 est réalisé, il reste 2 vertes et 1 rouge :

2
P(Ygzl\le()):§.
D’ou,
1 1 2 1 1
PYo=1)=-X-4+-Xx=-=—
M=l =gx3+5%573
Conclusion, Y5 a la méme loi que Y7 :
1
v~ (3)

ou encore Yy ~ 7% ([0;1]).

La variable X est le nombre de boules vertes dans I'urne Uy aprés avoir effectué les deux tirages
dans Up. Puisque Yj retourne le nombre de boule verte obtenue au premier tirage et Y5 le nombre
de boule verte obtenue au second tirage, on a

[X1=Y1+ Y.
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(d)
(e)

Puisque ‘ Y; et Y5 ne sont pas indépendantes || X ne suit pas a priori une loi binomiale.

On observe que (X7 =2) = (Y1 = 1)N (Y2 = 1). Donc par la formule des probabilités composées,
P(X;=2)=P(Ya=1|Y1=1)P(\1=1).

Par ce qui précede,

Conclusion,

De facon analogue a la question précédente, (X1 =0) = (Y1 = 0) N (Y2 = 0). Donc
P(X;=0)=P(Y2=0]Y;=0)P(¥; =0).

OnaP(Y; =0)=1/2et si (Y7 =0) alors on a retiré une boule rouge.
1
g.

Donc P(Y> =0|Y; =0) = 5. Ainsi,

1
P(X1=0)= .

Or X; (©2) = [0;2]. Donc ((X1 = ));c[o,9p forme un systéme complet d’évenements. Donc

1 1 2

PX1=1)=1-P(X;=0)-P(X1=2)=1—-——-=—

6 6 3
Conclusion,

2
On pouvait aussi observer que (X1 =1) = (Y1 =0,Ya=1)U (Y1 =1,Y2 =0) et faire le calcul
directement.
2. Soit n € N*.

(a)

Soit k € N*. Si (X}, = 2) est réalisé, alors cela signifie que 1'on a deux boules vertes dans 1'urne
Ui a la fin de I’étape k, en plus des deux boules rouges que contient initialement 'urne Uy. Donc
I'urne Uy, contient deux boules rouges et deux boules vertes, comme 1'urne Uy au début de ’étape
1. Ainsi, on peut observer que

P(Xp1 =2 Xp=2)=P (X, =2).

Conclusion, par la question précédente,

1
Vk‘EN*, ]P)(Xk+1:2|Xk:2):6'

Pour réaliser (X, = 2) il nous faut avoir conservé les deux boules vertes, celles initialement mises
dans Ujy. Donc a chaque étape, il a fallu piocher les deux boules vertes. Donc & la fin de chaque
étape k, I'urne Uy contient les deux boules vertes :

ke[1;n]

Puisque (X = 2) est un événement certain, on conclut que

keo;n]
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(c) Par la question précédente et la formule des probabilités composées,

]P(anz):kl;[lp Xe=2| () (Xi=2) |P(X0=2).

1€[0;k—1] 1

Par la question précédente appliquée & n = k, on peut aussi écrire

P(Xpn=2)=][P(Xp=2]|Xp1=2).
k=1

Par la question I
1 6 6 v

Conclusion,

3. Soit n € N. Puisque (X; = i);c[g) forme un systéme complet d’événements (encore vrai si n = 0),
par la formule des probabilités totales,

P(Xpy1=0)=P(Xp1=0]| X, =0)P(X, =0)
FP(Xnp1 =0 X, =1)P (X, =1)
FP (X1 =0| X, =2)P (X, =2).

Or si (X, =0) est réalisé, I'urne U,, ne contient aucune boule verte et donc uniquement 4 boules
rouges. En y piochant deux boules, nécessairement, on obtient deux boules rouges. Donc apres le
tirage de 1’étape n + 1, I'urne U, contient nécessairement 4 boules rouges et aucune boule verte :

P(Xp1=0|X,=0)=1.

Si (X, =1) est réalisé, il y a 1 boule verte et 3 boules rouges dans l'urne U,, a la fin de I’étape n.
On y pioche deux boules et I'on cherche la probabilité de ne pas obtenir de verte i.e. d’obtenir deux
boules rouges : 3 chances sur 4 au premier tirage puis 2 chances sur 3 au second tirage. Au total :

3 2 1

P(Xn+1:O|Xn:1):ZX§:§

Enfin, de méme si (X,, = 2) est réalisé, il a 2 vertes et 2 rouges et on souhaite piocher 2 rouges :

2 1

Conclusion,

1 1
VneN,  P(Xpn=0)=P(X,=0)+ 3P (Xp=1)+ P(X,=2).
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