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Le sujet est composé de trois parties totalement indépendantes.

Partie I - Une équation d'ordre 3

On considère l'équation di�érentielle suivante:

y(3) − 2y(2) + y′ − 2y = 0 (E)

Avec y une fonction de R dans R.

1. Montrer que si f est solution sur R de
y′ = 2y (H1)

Alors f est aussi solution de E.

2. Résoudre H1. On note S1 l'ensemble des solutions de H1.

3. Montrer que si f est solution de E sur R, alors la fonction F = f ′ − 2f est solution sur R de

y′′ + y = 0 (H2)

4. Résoudre H2. On note S2 l'ensemble des solutions de H2.

5. Pour tout (ω, η) ∈ R
2 \ {(0, 0)} et pour tout t ∈ R, donner la partie réelle et la partie imaginaire de:∫ t

0

e(η+iω)udu

6. En déduire que pour tout (ω, η) ∈ R
2 \ {(0, 0)},∫ t

0

cos(ωu)eηudu =
eηt

η2 + ω2
[η cos(ωt) + ω sin(ωt)]− η

η2 + ω2

et ∫ t

0

sin(ωu)eηudu =
eηt

η2 + ω2
[−ω cos(ωt) + η sin(ωt)] +

ω

η2 + ω2

7. Montrer alors que pour tout (a, b) ∈ R
2, l'ensemble des primitives de la fonction t 7→ e−2t[a cos(t)+b sin(t)]

s'écrit, {
t 7→ e−2t/5 [(a− 2b) sin(t)− (2a+ b) cos(t)] + C

∣∣∣C ∈ R

}
8. En déduire pour tout F ∈ S2 les solutions de,

y′ − 2y = F

9. En déduire que l'ensemble des solutions de E est inclus dans S1 + S2.

10.Résoudre E.

Partie II - Une inéquation di�érentielle

Soient α > 0 et c > 0, on considère l'inéquation di�érentielle suivante,

|y′ − αy| ≤ c (I)

Soit f ∈ C1(R+,R) véri�ant f
′(t)− αf(t) ≤ c pour tout t ∈ R+.

1. On pose g : t 7→ f(t)e−αt. Montrer que pour tout t ∈ R+, g
′(t) ≤ ce−αt.
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2. En déduire que pour tout t ∈ R+,

f(t) ≤
(
f(0) +

c

α

)
eαt − c

α

3. De quel problème de Cauchy la fonction t 7→
(
f(0) + c

α

)
eαt − c

α est-elle solution ?

On considère maintenant f une solution de I sur R.

4. Montrer que pour tout t ∈ R+,(
f(0)− c

α

)
eαt +

c

α
≤ f(t) ≤

(
f(0) +

c

α

)
eαt − c

α

5. On suppose dans cette question que f(0) = c/α. Tracer la zone du plan dans laquelle le graphe de f peut
évoluer.

6. On suppose dans cette question que f(0) < −c/α. Tracer la zone du plan dans laquelle le graphe de f
peut évoluer.

Partie III - Une équation di�érentielle non linéaire

On cherche à montrer qu'il existe des solutions à l'équation di�érentielle

y′ = arctan(y)
√
y + 1 (1)

Où y est une fonction de R+ dans R+. On pose F la fonction dé�nie sur R+ par F (t) = arctan(t)
√
t+ 1.

Sous-partie a - étude de F

1. Montrer que pour tout t ∈ [0; 1], arctan(t) ≤ t ≤
√
t.

2. Montrer que pour tout t ∈ [1; +∞[, arctan(t) ≤
√
t.

3. Montrer que pour tout t ∈ R+,
√
t(1 + t2)−1 ≤ 1. On pourra disjoindre les cas entre t ≥ 1 et t ≤ 1.

4. Calculer
∫ π/2

0
F (t)dt. (on pourra poser t = u2)

5. Montrer que F est dérivable en 0 et donner F ′(0).

6. Montrer que pour tout t ≥ 0, F ′(t) ≤ 3/2.

7. Montrer que pout tout (x, y) ∈ R+,

|F (x)− F (y)| ≤ 3

2
|x− y| (2)

Sous-partie b - Construction d'une suite de fonction

Pour tout n ≥ 0 on dé�nit par récurrence la fonction gn : R+ → R+ par:

g0 = Id et gn+1(t) =

∫ t

0

F ◦ gn(u)du,∀t ∈ R+

1. Justi�er que pour tout n ≥ 0, gn est bien de classe C1.

2. Pour tout n ≥ 0 et pour tout ϵ > 0, justi�er l'existence de A ∈ R, tel que pour tout t ∈ [0; ϵ],

|gn+1(t)− gn(t)| ≤ A

Pour les questions suivantes on �xe ϵ > 0 et t ∈ [0; ϵ]. Et on pose Mn,ϵ = sup[0;ϵ](|gn+1 − gn|) ∈ R.
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3. Montrer que pour tout n ≥ 1,

|gn+1(t)− gn(t)| ≤
3

2
× ϵ×Mn−1,ϵ

4. Montrer alors par récurrence que pour tout n ≥ 0,

|gn+1(t)− gn(t)| ≤
[
3

2
× ϵ

]n
×M0,ϵ

5. Soit n ≥ 0, donner la valeur de,
n∑

k=0

[
3

2
× ϵ

]k

6. Montrer que la suite
(∑n

k=0 |gk+1(t)− gk(t)|
)
n∈N

est croissante.

On se replace dans le cas général.

7. Montrer alors qu'il existe ϵ > 0 tel que pour tout t ∈ [0; ϵ], la suite
(∑n

k=0 |gk+1(t)− gk(t)|
)
n∈N

est

majorée, puis en déduire qu'elle converge.

Sous-partie c - Convergence de gn(t)

On considère dans cette partie une suite réelle (un)n∈N telle que
∑n

k=0 |uk| converge quand n tend vers
+∞ vers une limite L ∈ R. On pose pour tout n ≥ 0, Tn = L −

∑n
k=0 |uk|. On dé�nit pour tout n ≥ 0,

Sn =
∑n

k=0 uk, Vn = supk≥n(Sk) et Wn = infk≥n(Sk).

1. Montrer que limn→+∞ Tn = 0.

2. Justi�er que pour tout n ≥ 0, |Sn| ≤ L.

3. En déduire que pour tout n ≥ 0, Wn et Vn sont des réels compris entre −L et L.

4. Pour tout n ≥ 0, montrer que Vn = max(Sn, Vn+1).

5. En déduire que (Vn)n∈N est décroissante. On admet que l'on montre de même que (Wn)n∈N est croissante.

6. Pour tout n ≥ 0 pour tout p ≥ n+ 1,
p∑

k=n+1

|uk| ≤ Tn

7. Pour tout n ≥ 0, montrer que,

Vn ≤ Sn + Tn et Wn ≥ Sn − Tn.

8. En déduire que limn→+∞ Vn −Wn = 0.

9. Conclure que (Vn)n∈N et (Wn)n∈N convergent vers une même limite l ∈ R.

10.Montrer que limn→+∞ Sn = l.

11.Montrer qu'il existe ϵ > 0 tel que pour tout t ∈ [0; ϵ], la suite (gn(t))n∈N converge.

On admet alors que la fonction t ∈ [0, ϵ] 7→ limn→+∞ gn(t) est de classe C1 et est solution de l'équation

di�érentielle considérée sur [0; ϵ]. On peut de la même manière construire une solution sur R.
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