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Probléeme 1 - Equations complexes

Soient A, B, C, I, O les points d’affixe respectivement z4 = 1 — i, z5 = v/2i, zc = 1 + (\/§ — 1) 1,
zr = % et Zp = 0. Soit f la fonction définie sur C '\ {\/iz} par

s

VZE(C\{\/ﬁi}, f(z):i__l\/—;;.

Préciser la forme polaire de z4 et de zp.
Résoudre dans C I'équation 22 — (1+1i) 2+ 2+ 2i = 0.
Résoudre dans C I'équation z'9 — (1 + 1) 2° + 2+ 2i = 0.
Justifier que A s’obtient a partir de B par une rotation de centre C' dont on déterminera
I’angle.
(a) Montrer que f< (U) = {(\/5+1+i)y eC ’ Yy GR}.
(b) On note D ’ensemble des points dont l'affixe est dans f (U). Vérifier que O, I et C sont
des points de D.
(¢) Montrer que pour z € C\ {V2i},ona z € f~(U) & |z — zal = |2 — z5].
(d) En déduire a quel ensemble géométrique correspond D par rapport a [AB].

6. Montrer que AC'BO est un losange.

7. Montrer que pour tout § € R, —v/2ie'? +1 —i = 2v/2 cos (g — %) oi(5-%).

3

Soit n € N, n > 2. Montrer que
km

N
Jo o) { sin (&)

kE[[l;n—l]]}.

Probleme 2 - Calcul d’intégrales

Pour tout n € N et tout x € |—1;1[, on définit

SRR Al o S

v
F,(z) :/0 mdt.

Soit n € N. Justifier avec soin que la fonction F;, est ¢! sur |—1; 1] et préciser sa dérivée.
Calculer Fj.

Calculer Fj.

Calculer les primitives de Fj.

Calculer F.

Justifier que l'intégrale

In(3/2) 1
I :/ du.
0 2 — v

existe puis, a 'aide du changement de variable t = e“ —1 et de la question précédente, la
calculer.

Justifier que pour tout z € |—1; 1], tan (arcsin(z)) existe puis montrer que
x

V1—a?2

Vo e |-1;1], tan (arcsin(x)) =

A Taide du changement de variable ¢ = sin(u), calculer Fj.

2/
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Probleme 3 - Equations différentielles

On s’intéresse a résoudre 1’équation différentielle suivante :
(E) : Vo el-1;1], (1—2%)y"(z) — zy/(z) + y(z) = .
Sauf mention contraire, on donnera pour solutions les fonctions a valeurs réelles.

Partie 1 : Une équation d’ordre 2

On considere 1’équation différentielle
(F) : Vo € R, y'(z) + y(x) = 2° + Tz + 1 + 5sin(z).

1. Justifier proprement que 1’équation

y solution de (F)
(2) : { - oy
y(0) =1/2, y'(0) = —3/2
est un probleme de Cauchy. Que peut-on en déduire ?
2. Préciser (Fy) 1’équation homogene associée a (F') et résoudre (Fp) dans C puis dans R.

Dans chaque cas, on écrira l’ensemble solution sous forme ensembliste et sous forme de Vect.
3. Résoudre

(Fy) : Vz € R, y'(z) +y(x) = 2® + 7o + 1.
4. Déterminer I’ensemble des fonctions complexes solutions de
(Fy) - Vr € R, y'(7) +y(r) = e™.

5. En déduire ’ensemble des fonctions réelles solutions de
(F3) : Vo e R, y"(z) + y(z) = sin(x).

6. En déduire I'ensemble des solutions de (F').
7. Résoudre ().

Partie 2 : Une équation d’ordre 1

3

8. Justifier que [ : 2z — 55—

admet des primitives sur R et les déterminer.

On admet dans la suite le résultat suivant établi dans le probleme 2 :

la fonction G : x +— \/1%7 est une primitive de g : x — W sur |—1;1[.

On fixe (a, 3) € R?. On considere 1'équation différentielle

(1-— x2)3/2 z3

(Gap) : Vo e |-1;1], (1—2*)y(z) +ay(z) =a o1

+ 8.

9. Justifier que (G,,5) admet des solutions sur |—1; 1.
10. Préciser (Gy) 'équation différentielle homogene associée a (G4 ) et la résoudre.
On écrira l’ensemble solution sous forme ensembliste et sous forme de Vect.
11. Déterminer .#, 3 I'ensemble des solutions de (G, g).
- B [ ]-11] = R }
12. Vérifier que lorsque ao = 0, on a A 3 = { v o Br+COVI— 22 CeRy.

3
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Partie 3 : Fini de rire

Soit y une fonction deux fois dérivable sur |—1;1[. On pose alors
Vo e]-1;1], v(z) = (1-2%) Y (z) + zy(x).

13. Préciser (Ey) I’équation homogene associée a (F).
14. Justifier que v est une fonction dérivable et calculer sa dérivée.

15. En déduire I'ensemble des solutions de (Ej).

Soit y une fonction deux fois dérivable sur |—1;1[. On pose alors

Vte]—g;g[, 2(t) = y (sin(t)) .

16. Justifier que z est une fonction deux fois dérivable sur }—g; 5 [

17. Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution d’une équation différentielle
que 1’on reconnaitra.

18. En déduire '’ensemble des solutions de (FE).

19. Comparer aux solutions de (Ej) : quel lien bien connu dans le cas des équations différentielles
d’ordre 2 a coeflicients constants retrouve-t-on entre les solutions homogenes et celles de (E) ?



