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Corrigé du Devoir Surveillé 4
Equations complexes, calcul d’intégrales et
équations différentielles

Probleme I - Equations complexes

Soient A, B, C, I, O les points d’affixe respectivement z4 = 1—i, zg = V/2i, 20 = 1—1—(\/5 - 1) 1, 2] = %
et Zp = 0. Soit f la fonction définie sur C\ {ﬂz} par

vzeC\ {Vai}, f@%:iigj

1. On a les égalités entre les complexes suivantes :
ZA = — \/> (f — f) fe*ZZ .

Et, }
g = V2 =V2e'% .

Conclusion,

zA—\fe f et zgp = \fe2.

2. Soit A le discriminant de 22 — (1 +1i)z +2+2i. On a

A=(1+i)°—42+2)=1+2i—1-8—8i=—8—6i.
Soit (z,y) € R? et § = 2 + iy. On a les équivalences suivantes :

2 =A & 22 —y? + 2izy = -8 — 6i

ZCQ _ y2 = _8
& 2zy = —6 par unicité de la forme algébrique
2
0" = |A]
1.2 _ yQ = _8
& 2zy = —6
2 +9y? = /64 + 36 = /100 = 10
2 _
zt=1 L« Li+Ls
<~ 2l‘y = —06 L3 - L32L1
y? =9 ’
rz=1 z=-1
= ou car xy < 0

=1 0=1-3i ou 0=—-1+3i.

Fixons § = 1 — 3i, alors les solutions de I’équation sont
14+i+1-3 ‘ 14i—1430
zlzle—z et @zf:m.

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

= {1 —i;2i} .
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3. Soit (E) : 210
(B) &

Par la question précédente, on a

— (1 +14) 2% + 2 + 2i. Soit z € C. Posons w = z

5 Ona

—(14+i)w+2i=0.

(E) & w=1-i=+V2e ou w=2i=2é%
= 2° = ﬂe_i% ou 2° = 92¢i3
& 3k € [0;4], = (21/2)1/5 i35 i 25" ou 2 = 21/5 ¢if5 i %"
o Fke[n4], 2=2Y0¢%FT ou L =2
Conclusion,
S = {21/10 i 21/ ¢ i ‘ ke [0;4] }

4. Soit # € R. On a les équivalences suivantes :

24 = e'? (zB — z0) + 2z¢

& 1-i=e?(V2i-1-(V2-1)i)+1+(V2-1)i
& 1—i—1—ivV2+i=2¢"?(=1+14)
o V- wf( vz, {)
= —i:eweifﬁ
i0 3%
= e 2—6 e 4
T 3
—— = — |2
& 5 9—1—4 [27]
T 37
& =-5 -7 [l
5% 3
& 6=-"-="C [

Conclusion, on obtient bien un angle solution et donc :

3
A est 'image de B par la rotation de centre C' et d’angle Zﬂ

5. (a) Soit z € C\ {V2i}. On a les équivalences entre complexes suivantes :

-

ze f~(U)

=
-~
=

f(z) eU

f)f(z) =1

z—l—i—iE—l—i:l

2 —V2i Z+V/2i

2P —z—iz—Z+iz+14+i—i+1= 2"+ 2z —V2iz+2
car z # \/2i

—(242) —i(z—%) =V2i(z — 2)

—2Re (2) 4 2Im(z) = —2v/2Im(z)

(\@ + 1) Im(z) = Re(z).

Posons = Re(z) et y = Im(z). Dés lors,

=

ze€ f7(U)

54

Z(\/i—l—l)y
2/i5

= (V2+1)y+iy=(V2+1+i)y



; ! Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 3 décembre 2022

On note que si z = \/§z’, onax=0ety= V2et 0 #* (\/i—i- 1) V2. Donc \/iz ne fait pas partie
de I’ensemble solution. Conclusion,

e ={(V2+1+i)yec|yer},

(b) On note D I’ensemble des points dont 'affixe est dans f< (U). Siy =0, on a
0=(V2+1+i)yef~(U) = O0e€D.
De plus,

zatzp  1—i4+vV2i 1 V2-1
2 2 2 2

zZ] =

Si on prend y = @, on a

= ZJ-

(V2+1+i)y=(V2+1+i) \/52_1:2_1“2(*/5‘1) :1+i(2ﬂ—1)

Donc par la question précédente, zr € f< (U) et donc I € D.
Enfin, siy =+v2—1,0n a

(V2+1+i)y=(Va+1+i)(V2-1)=2-1+i(V2-1)=1+i(V2-1) = z.

Donc z¢ € f< (U) et donc C' € D. Conclusion,

’Les points O, I et C appartiennent a D. ‘

(c) Soit z € C\ {V2i}. On observe que

ze f<(U) & f(z)eU

& |f)=1
z—1+1
o "2_\@":1
& \z—1+i|:’z—ﬂi‘ car z # \/2i car M # C
& |z — zal = |z — zB].
Conclusion, on a bien
’zef“(U) & |z—zA|:\z—zB|.‘

(d) Par la question précédente, pour M (z) un point du plan complexe différent de B, on a

MeD & z e fT(U)

& |z — z4| = |z — zB]|
& AM = BM
& M est sur la médiatrice de [AB].

Répétons que zp ¢ f (U) et donc B ¢ D. Donc

’L’ensemble D est la médiatrice de [AB]. ‘
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6. Méthode 1, par les diagonales. On a vu que O € D, C € D. Or C # O, donc D = (OC). Donc
par la question précédente, (OC) est la médiatrice de [AB]. Donc les diagonales [AB] et [OC] sont
perpendiculaires. De plus, z; = 24$28 donc z; est le milieu de [AB]. Calculons I’ (z/) le milieu de

[0C] :

zo+zo 1+ (V2-1)i
2 2 — A

[ =

comme vu a la question

Donc I’ = I et donc les diagonales se coupent en leur milieu et sont perpendiculaires. Conclusion,

’ACBO est un losange.

Méthode 2, par les cotés. On a vu que O € D, C' € D et que D est la médiatrice de [AB] donc

OA=0B et

et

Conclusion,

AC = CB. Montrons que OA = AC. On a

OA =24 — 2| =|1—-i|=V2

AC = |zc — 24| = ‘14—(\@—1)2'—14—@" — ‘\/52‘ - V2.
Donc on a bien OA = AC et donc OB = OA = AC = CB et ACBO a ses quatre cdtés égaux.

’ACBO est un losange. ‘

7. Soit # € R. On a les égalités entre complexes suivantes :

—V2iet? +1 -

Conclusion, o

us

2

i = \@e*i ei0 —I—\/ieii%
= \/§ (ei(efg) —|—e_i%

par factorisation par ’angle moitié

— Va5 ({85 4 o4
. . 0 T
=2 i(5-%) 2 (, _ 7) )
€ Ccos 5 3
n a bien
. 0 ] i
VO ER, —V2ie’? +1— i =2v2cos (§—g> ei(5—%) .

8. Soit n € N, n > 2. Soit z € C\ {\/iz} On a les équivalences suivantes :

z€ [T (Uy)

A Taide de la

ze fT(

U,)

& f(z) e,
& Ik € [0;n — 1], f(z)= et
— 142 2km
& Jk € [0;n — 1], : +'Z: B
z—V2i
& dkeon-1],  z-l+i=en (z—V2i)
- 2k
&  Feon-1], z(1-e

2km

question précédente, avec 6 = ,
n

on obtient que

(

-2k

& Jk € [0;n — 1], 1—en

ViE

) = 2\/§COS<

car z — V20 # 0

) = —V2ie W 11—

k

™
n
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De plus, si kK = 0, on obtient

z (1 - ei%Tﬂ) =0 = 2v2cos (—%) e % ce qui est faux.

Donc k=0 et 1 — ei*n" # 0. Par suite, z € f (U,) si et seulement s’il existe k € [1;n — 1] tel que

~—

2v/2 cos (%’r -z ei(%r_%r)
z =

= - - par factorisation par I’angle moitié

km
-9
sin(;’r)
Conclusion,
cos(k——ﬁ) x
FEU) = Ve =8 i ke un-1g ).
sm(%)

Probleme II - Calcul d’intégrales

Pour tout n € N et tout x € |—1; 1[, on définit

z 1
Fn(x):/o Wdt.

1. Soit n € N. Posons f, : t — Pour tout t € ]—1;1[, on a 1 — 2 > 0. Donc f,, est définie et

1
(1—2)"/2"
méme continue sur |—1;1[ et 0 € |—1;1[. Donc par le théoreme fondamental de ’analyse, la fonction
F,, est bien définie et est une primitive de f, sur |—1;1[. En particulier, F,, est dérivable sur |—1;1],

F! = f,, et donc F! est continue i.e. F}, est ¢! sur ]—1; 1[. Conclusion,

1
F, est €' sur |=1;1[ et Vz € |-1;1], F.(z) = —.
(1—a2)"
2. Sin=0,o0na
xr 1 xX
Vo e |—1;1], Fx:/ 7dt:/ 1dt = =x.
sl R = [ [
Conclusion,
Fy - -1 —- R
T = T

3. Sin=1,0ona

z ]- * 1 . t=x o . . _ .
Fi(z) = /0 m dt = /0 Vi dt = [arcsin(x)],_; = arcsin(z) — arcsin(0) = arcsin(x).

JE
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Conclusion,

-1 — R

Fa x +— arcsin(x).

Attention, Fy n’est pas exactement la fonction arcsin car Fy n’est définie que sur ]—1;1[ alors que bien
entendu, arcsin est définie sur [—1;1].

4. La fonction arcsin est continue sur |—1;1[ donc Fj est continue sur |—1;1[ et donc F; admet des
primitives dont 'une est donnée par le théoréme fondamental de 'analyse par

G1 : CL‘F—)/ Fl(t)dt.
0

Soit € |-1;1[. On a
Gi(z) = / arcsin(t) dt.
0

Posons pour tout ¢ € |—1;1],
u(t) =t
v(t) = arcsin(t).

Les fonctions u et v sont ¢! sur |—1; 1 et donc sur [0;z] (ou [z;0]) et

vt e]-1;1], {
Par intégration par parties,

Gi(x) = [tarcsin(t)]}=F _/0 ﬁdt
wesin )+/x —2t dt
— T arcsin(x 201 — 2

0 2v1—12

= xarcsin(z) + [\/ 1-— tﬂt:x

=0
= zarcsin(z) + /1 — 22 — 1.

Conclusion, ’ensemble des primitives de F; est donné par

[ ]-L1] —- R }
y_{ z +— zarcsin(z)+vV1—22+C CeRy.

5. Soit z € ]-1;1[. On a
z 1 r 1 z 1
o) = [t = [ = [
5 () 0 (1—t2)2/2 o 1—1¢2 o (1—t)(1+1¢)

Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R?,

1 a b
Vte R\ {-1;1 = .
[ S S S sy s Bl g g
Puis,
1 11
a=lm(1—-t)x —— =lim—— = —.
71 (1—¢t)(1+1¢) tt;>111+t 2
kit 1 11
b= lim (1+¢)x ————— = lim —— = -
dm, (U0 X gy — A T T 3
t£—1 t£—1
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Ainsi, ) )
1 1/2 1/2
velmbll aoyaTy Tioe e
Donc
1 1 t=x
Fy(z)=|—In(]1 —¢t])+ = In (|1 +¢|)
2 2 t=0
1 1
ziln(l—i—x)—iln(l—w)—o.
Conclusion,
Fy - -1 —- R
’ z = itln(l+z)—iln(l-2).

. Pour tout u € [0;1n (3/2)], e* € [1;3/2] et donc 2 —e" > 2 — 3 = 2 > 0. Donc u — 57— est continue

sur [0;1n(3/2)] et donc

Posons t = e“ —11i.e. u =In (¢t + 1). La fonction ¢ — In (¢ + 1) est ¢! sur ]—1; 4+o00[ donc sur [0;1n (2)]

et du = -9t . Donc par le théoréme de changement de variable,

1
In(3/2) 1
I :/ du
0

2 —el
1/2 1 1
- a
0o 2—(t+1)t+1

1/2 1 1
:/ L
0 1—¢t1+t

1
- F <7> '
2\2
Donc par la question précédente,

1 1 1 1 1 3 1 1 1
1—21“(”2) ‘21“(1‘2) —21‘1(2) _21n<2> =510

Conclusion,

. Soit x € |—1;1]. On sait que arcsin(x) existe et par sa stricte croissance sur [—1;1], on a

arcsin (—1) < arcsin(z) < arcsin (1) & —g < arcsin(z) < g

Donc arcsin(z) € |=5: 5[ SR\ {5 + kr | k € Z}. Donc tan (arcsin(z)) existe.
De plus, par définition de la tangente,

an (arcsin(z)) = oin (arcsini)) _ .
tan ( (2)) cos (arcsin(z))  cos (arcsin(z))

cos (arcsin(x)) > 0. Ainsi,
cos (arcsin(z)) = +v/1 — 22

Finalement,

X

V1—22

Vz € ]-1;1[, tan (arcsin(x)) existe et tan (arcsin(z)) =

7/i5
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8. Soit x € |-1;1[. On a
1

F3(a:):/0 Wdt

Posons t = sin(u) i.e. u = arcsin(t), car t € [0;z] C ]—1;1[. La fonction sin est ¥ sur R donc sur
[0; arcsin(x)] (ou [arcsin(x); 0]) et dt = cos(u) du. Donc par le théoréme de changement de variable,

arcsin(z) 1
Fs(x :/ cos(u) du
3() wesin(0) (1—Sin2( )P (u)

/arcsm
= cos(u) du
cosQ( ))3/ 2

ar681n CC

B / |cos
ar681n

= / ————du
0 |cos u))

arCSln CC
= du
/ cos2 (u)
[ta
tan

o

o

( )]Z grcsm(m)

(arcsin(x)) — 0.
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Probléme III - Equations différentielles

On s’intéresse a résoudre I’équation différentielle suivante :
(E) : Ve e]-1;1], (1- m2) y'(z) — zy (z) + y(z) = .

Sauf mention contraire, on donnera pour solutions les fonctions d valeurs réelles.
Partie 1 : Une équation d’ordre 2

On considére 1’équation différentielle
(F) : Vo € R, y'(x) +y(x) = 23 + Tz + 1 + 5sin(x).

1. L’équation (F') est une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants et dont le second
membre d : x — x5 + Tz + 1 + 5sin(z) est continue sur R. Donc (F) admet des solutions. De plus, ici
on fixe « les conditions initiales » y(0) et y'(0). Conclusion,

‘ () est un probleme de Cauchy et admet donc une unique solution.

2. L’équation homogene associée a (F') est donnée directement par

(Fp) - Vo € R, y"(z) +y(x) = 0.

L’équation caractéristique associée est alors (Fi.) : 72 +1 = 0 dont les solutions sont i et —i. Donc
I'ensemble des solutions de (Fp) est donné dans C par

7 (€)= { Hj : Seix—FBe*m ‘ (4,B) (CQ}
ie.
YFO((C):Vect(Ii - Sﬁi , Ii : E_m >
Puis, dans R :

R — R

I (R) = { v > Acos(z) + Bsin(x) ‘ (A,B) € RQ} = Vect (cos, sin)

3. Cherchons une solution sous la forme d’un polynéme de degré 3. Soient (ag, a1, az,a3) € R* et y; :
x — azx® + asx? + a1x + ag. La fonction y; est définie et méme deux fois dérivable sur R en tant que
fonction polynomiale et ’on a

Vr € R, yi1(z) = asz® + asx® + a1z + ag
Vz € R, ) () = 3azz® + 2027 + a1
Vx € R, vl (x) = 6asx + 2as.

Deés lors,

y1 solution de (F}) & Vz € R, (6asz + 2a2) + (a3m3 +agr® + a1z + ao) =23+ T +1
& Vr € R, a3x3+a2x2+(a1—|—6a3)x+a0+2a2:x3+7x+1.

YiE
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On note alors qu’il suffit de prendre

azg =1
ag = 0
-~
a1+ 6az =7
ap+ 2a9 =1
Par conséquent,
Y1

Donc par la question précédente, on conclut que

azg =1

a2:0
ap=T7—6ag3=7—-6=1
ag=1—2a9, =1

z+— 2% 4+ + 1 est UNE solution de (F}).

R — R

yFl:y1+yF°(R):{ x = +x+

1+ Acos(z) 4+ Bsin(zx) ' (4,B) € R2} '

L’équation homogene associée a (Fy) est toujours (Fp) et i est une racine simple de I’équation caracté-

ristique associée. On cherche alors une solution sous la forme suivante. Soient a € C et yo :  +— ax e

La fonction ys est deux fois dérivable sur R et

Vr € R, Yo () = ax e
Vo € R, yh(z) = (a + iaz) € (iaaz +a)e”
Vx € R, yl(z) = (ia — ax +ia) e = (—ax + 2ia) e'®
Deés lors,
y2 solution de (Fb) & Vz € R, (—azx + 2ia) e +axe™ = e
= Ve e R, —azr + 2ia+ax =1 car €% #£ 0
& Vz € R, 2ia =1
o 1 ]
4= — =
21 2
& VreR y2(x):—%e”.
Par conséquent, .
Y2 1T —% ¢ est UNE solution de (Fj).
Conclusion, par la question [2.| on a
B R = C 2}
yF2y2+yFo(C){ T (A_%)eix+Be—ix ‘(A’B)EC :

Puisque Vz € R, sin(z) =
est une solution de (F3). Pour tout = € R, on a

)

1T

y3(z) = Im (—2 e

Donc y3 : @ s — 2@

(Fy). Conclusion,

5 (cos(z) + isin(:v))) = —cos(x) B

Im (eix) et que yo2 est une solution de (Fy), on en déduit que y3 = Im (y2)

T

est une solution de (F3). Or I’équation homogene associée a (F3) est toujours

R

R —
Io=wmrIn® =15 7

A,B)6R2}.

Z) cos(z) + Bsin(x) ' (

10/[15]
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6. Puisque y; est une solution de (F7) et y3 une solution de (F3), par le principe de superposition, on en
déduit que y, = y1 + Sy est une solution de (F) :

Vx € R, yp(z) =2 +2+1— gas cos(x).

Donc toujours a I’aide de la question [2.[on conclut que ’ensemble des solutions de (F') est donné par

R —- R
yF:yp—l-yFO(R):{

2
T x3+x+1+(A—%)cos(a:)—FBsin(x) ’(AjB)ER}‘

7. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R. Par la question précédente, on a les équivalences
suivantes :

y solution de (£?)
- {3 (A,B) € R?, Vz € R, y(z) =23+ 2+ 1+ (A — %) cos(z) + Bsin(z)
y(0) =1/2y'(0) = —3/2

yla) =2 +a+14+ (A%

c
N 3(A, B) € R?, Vo € R Y (r) =322 +1— %cos(x) — (A — %) sin(z) + B cos(x)

y(0)=1+A=3
y(0)=1-5+B=-3
y(x):x3-|—;c—|—1+(A—%)cos(x)—{—Bsm(x)
&  J(ABER, VzeR{A=1-1=-1
2 2
+1

& Vo € R, yz) =2+ +1-

Conclusion, 'unique solution solution de (£?) est donnée par

R

%
— 2+ 24+ 1— 2 cos(z) — 2sin(z)

- . ]R

Partie 2 : Une équation d’ordre 1

8. Soit A le discriminant de X? +2X +2. Ona A =4 — 8 = —4 < 0. Donc la fonction f est continue
sur R en tant que fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas. Par conséquent,

la fonction f admet des primitives sur R.

On effectue la division euclidienne de z3 par 22 + 2z + 2 :

X3 X24+2X +2
—(X3  +2X?% +2X) X -2
—2X?2 92X
—(—2X?% —4X —4)
2X +4
Donc ( ) )( )
2 +2)(x—2)+2x+4 20 +4
Yz eR = =24 —
TER /(z) 24 2¢+2 v +x2—|—2:1:+2

11/15
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Posons pour tout z € R, u(z) = 22 + 22 + 2. La fonction u est dérivable sur R et pour tout = € R,
u'(x) = 2z + 2. On observe alors que pour tout z € R, 2z + 4 = /(x) + 2. Donc
u'(x) 2 u'(x) 2

Ve € R, =z -2+ + —z—2+ + :
v fla) = u(r) 22 +2x+2 v u(z)  (z+1)*+1

Ainsi, la fonction suivante est une primitive de f :

2
F:zw % — 2z + In (|u(x)|) + 2arctan (x + 1) .

Conclusion, ’ensemble des primitives de f est donné par

R —
S = CeR,.
{ x %2—2x+1n(:c2+2:c+2)+2arctan(az+1)+0 ‘ }

On admet dans la suite le résultat suivant établi dans le probléeme 2 :

la fonction G : z +— \/19i7 est une primitive de g : © — W sur |—1; 1].
On fixe (a, ) € R2. On considere I'équation différentielle
1— a2 3/2 a3
9. Pour tout x € ]—1;1[, on a 1 — 22 # 0. Donc
V1 — 2223 B
G & Ve el|-1;1], ! = .
La fonction a : x +— 1~ est continue sur |—1;1[. Soit b : x oz;}@fjf; + % On a déja vu dans

10.

la question précédente que pour tout x € R, 22 + 2z + 2 # 0. Donc la fonction b est aussi continue
sur ]—1; 1[. Conclusion,

I'équation (G4 p) admet des solutions sur |—1;1].

Par définition, on a

x
12

(Go) Vo e ]-1;1], Y (x) + (x) = 0.

La fonction a : x = = est continue sur |—1; 1] donc admet des primitives sur ]—1; 1] dont I'une est

donnée sur |—1;1[ par
: 1 o[y _ 1 2
A.x»—>—§ln(’1—aﬁ D ——iln(l—x )
Donc pour tout = € |—1;1], on a

efA(x) _ e% ln(l—zg) — /1 — 22

Ainsi, ’ensemble des solutions de (Gy) est donné par

yGO:{ -1;1] — R

z — CvV1—22

B -1 - R )
CER}—Vect( e o V12 )

12/15
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11. Procédons a la méthode de variation de la constante. Posons

e Yo:xr—V1—2a2
o y une fonction dérivable sur |—1;1]
A= L

Yo’

La fonction A est bien définie sur |—1; 1, car Va € |—1; 1], /1 — 22 # 0. Plus précisément, Vz € |—1; 1],
1 — 22 > 0, donc yo ne s’annule pas et est dérivable sur |—1;1[. Donc comme quotient de fonctions
dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas A est dérivable sur |—1; 1[ et on a y = A yg. Par suite,

y solution de (Gq,p)

V1 — 2223 3

:ax2+2x+2+1—x2

& Veel-Lil,  N@w(@) + A@)h() + 15 Ma)o(a)

=0 car Y€,
V1 — 223 6]
& Vo e]-1;1], N(x)V1—22 =
z€l [ (z) v ax2+2x+2+1—x2
3
= - + 5
2 +20 42 (1-—g2)

& Ve e]-1;1], N (z)

On a admis (ou démontré en probléme 2) que G : x ﬁ est une primitive de GG. De plus, par la

question |8.| F' : x % — 2z +1In (22 + 2z + 2) + 2arctan (z + 1) est une primitive de f. Donc

y solution de (Gq.p
& AC e R, Vz € |-1;1],

.1‘2

A(z) :a(2 — 2z +In (x2+2x—|—2) —|—2arctan(x+1)> —|—BL

i ¢

& AC e R, Vz € |-1;1],
y(z) = A(z)yo(z)
2

=ay1—z2 (a;2x+ln(:p2+2x+2)+2arctan(z+1)>+ﬁx+C’\/1xz.

Conclusion,

-L;1] - R

_/] }
ya,ﬂ—{ r a\/l—m2<§—2m+ln(1‘2+2m+2)+2arctan(m+1))+ﬁm+C\/1—x2 CeRy.

12. En particulier, si &« = 0, on obtient

-1 — R

y[w:{ x — Pr+CvV1—2x2 CGR}'

Partie 3 : Fini de rire

Soit y une fonction deux fois dérivable sur |—1;1[. On pose alors
Vo € ]-1;1], v(z) = (1—1‘2) y'(z) + zy(x).

13. Pour tout x € ]—1;1[, on a 1 — 2% # 0. Donc

(B) : vrel-Ll () - gy @) 4 () = oy

13/]15]
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Conclusion, I’équation homogene associée a (E) est

(Eo) : Ve €11,

! x /
y'(z) — 1= 27 (z) +

1
1-2Y

(x) =0.

14. Puisque y est deux fois dérivable sur |—1; 1], on en déduit que 3’ est dérivable sur |—1;1[. Les fonctions

r > 1—2% 2+ x et y sont aussi dérivables sur |—1; 1[. Donc v est

V()

Vz €]-1;1[, —2zy/(x) + (1 — 2*) " (z) + y(z) + 2/ (z)

Conclusion, ‘v est dérivable sur |—1; 1[‘ et

:(1

dérivable et

—a?)y (@) — 2y (2) + y(a).

Vo € ]-1;1], V(7)) =

(1—2%)y"(2) — 23/ (z) + y(a).

15. Par les questions précédentes,

y est solution de (Ep)

1

o Vel o) - /(@) + o gy(a) = 0

& Vo e ]-1;1], (1-2%)y"(z) — 2y (z) + y(z) = 0 car 1 — a2 #0

& Ve e]-1;1], v'(x) =0

& 6 e R, Vx € |-1;1], v(z) =0

= B eR, Vx € |-1;1], (1—382) y'(z) +zy(x) =B

& 38 € R, y est solution de (Gog) sur |—1;1]
Donc par la question [12]

y est solution de (Ejp) = 3(C,B) € R?, Vo € ]-1;1], y(z) = fr + CV1— 22
Conclusion, ’ensemble des solutions de (Ep) est donné par
_J -1 =+ R 2}
yEO_{ r o porovi— |POER.

Soit y une fonction deux fois dérivable sur |—1;1[. On pose alors

we}l;ﬁ[, 2(t) = y (sin(t)).
2°2
16. Pour tout ¢ € |—3;%[, on a sin(¢t) € |-1;1[. Donc z = y o sin est bien définie sur |—75;5[. La
fonction sin est deux fois dérivable sur ]—g; %[ et y est deux fois dérivable sur |—1;1[. Conclusion,
par composée,
. - ™ T
z est deux fois dérivable sur } —5; 5 [
17. Pour tout t € |—%; 5[ et tout € ]=1;1[, on a & =sin(t) & ¢ = arcsin(x). Donc
Ve e ]|-1;1], y(x) = z (arcsin(x))
1
Vo e|-1;1], () = ————=2 (arcsin(z
LI /() = s (aresin(e))
-2 1
Vo e]-1;1], y'(x) = 2(1_:2)3/22’ (arcsin(z)) + mz” (arcsin(z))

x

Tl

0 arcsin(x)) +

14/15

l1—=x

1

52" (arcsin(z)) .
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Par suite, on a les équivalences suivantes :

y est solution de (F)

& Veel-L1[,  (1-2°)y"(x) -2y (z) +y(x) ==
& Vo e ]-1;1],
\/%7,2' (arcsin(z)) + 2" (arcsin(x)) — \/%72' (arcsin(x)) + z (arcsin(z)) = =
& Vzel-1;1], 2" (arcsin(z)) + z (arcsin(z)) = z
& Vte]—g;z{, 2" (t) + z (t) = sin(t)
: T
& z est solution de (F3) sur }—5, 5 [
Conclusion,

y est solution de (E) & z est solution de (F3) sur }—g; - [

18. Avec les notations de la question précédente, et par la question

y est solution de (E)

& 3(A,B) € R?, Vt e }— z(t) = (A — %) cos(t) + Bsin(t)

™ T
5’5[’
& 3(A,B) eR? Vze]-1;1],

y(z) = z (arcsin(z)) = <A _ arcsin(z)

5 ) cos (arcsin(x)) + Bsin (arcsin(z)) .

Or pour tout x € |—1; 1], sin (arcsin(z)) = x et on a vu a la question que cos (arcsin(x)) = V1 — 22.
Ainsi,
y est solution de (E)
9 T t .
&= EI(A,B)ER,VtE}—?g[, z(t) = A—§ cos(t) + Bsin(t)

& J(A,B)eR? Vrel-1;1[,y(z) = (A - arcs;n(“”)) V1— 22 + Bz.

Conclusion, ’ensemble des solutions de (E) est donné par

@ -1 —- R . CcR
E= Tz (A—%n(z))\/l—ﬁ—i—Ba) '

19. Posons y,, : @ +— —%n(x)\/l — 2. Par la questionet en prenant C' = A et § = B, on observe
que

-1 — R 2
szypr{ ¢ o AVI—2 4+ Bz (A,B)eR*r =yp+ By ={wp+v0 | v0 € -TE, }-

Conclusion, on retrouve la méme structure que pour les équations différentielles linéaires d’ordre 2 a
coefficients constants (ou que les équations différentielles linéaires d’ordre 1) :

SE={yp+y |y € LE}-

15/]15]



