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Partie 0 : Préliminaire

cos(x)
sin(z)

On appelle cotangente, notée cotan la fonction définie lorsque c’est possible par cotan(x) =

1. Déterminer le domaine de définition de cotan.
2. Justifier que les fonctions cotan et tain ne sont pas égales partout.

3. Montrer que cotan définit une bijection sur |0; 7| dans un ensemble que 1’on précisera et tracer
'allure de son graphe sur |0; 7[.

Probléme 1 - Continuité-dérivabilité

Partie 1 : Etude d’une fonction

On définit
|-mn] - R
: t t i
Q N an(z)arctan(z) six #0
1 si x = 0.

1. Montrer que ¢ est continue sur |—;7|.
2. Préciser la parité de ¢.
3. Montrer que pour tout = € |—m;w[\ {0}, ¢'(z) = sian(x) (;E?f;;)) — arctan(w)).
4. En déduire un équivalent simple de ¢'(x) quand z tend vers 0, = # 0.
5. Montrer que ¢ est €1 et préciser 'équation de sa tangente en 0.
6. Tracer l'allure du graphe de ¢ sur |—m; 7[.

Partie 2 : Une fonction divergeant aux bords d’un intervalle borné

Soit f une fonction dérivable sur |—; 7| telle que lim f(z) = lim f(z) = —c0 et f(0) = 1.

7. Montrer qu'il existe (a,b) € |—m; 0] x |0; 7], tel que Vz € |—m;a] U [b;7[, f(z) < 0.
8. Montrer que [0;1] C f (]—m; 7).
9. Montrer que f admet un maximum sur |—m;7[.

10. On suppose que f’ est bornée sur [0;7[ : il existe M € Ry tel que pour tout x € [0;7],
|f'(2)] < M.

(a) Montrer que f est M-lipschitzienne sur [0; 7].

(b) Conclure & une contradiction, que peut-on en déduire ?
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Probléeme 2 - Suites numériques

Les deuz parties sont indépendantes.

Partie 1 : Une suite récurrente

On pose considere la suite (uy),, oy définie par ug = 1 et pour tout n € N, wu,4; = arctan (uy,).

1. Représenter le comportement de la suite (uy), .y sur le graphique en annexe a rendre avec
la copie.

2. Dresser le tableau de variation de h : x + arctan(z) — x sur R.
3. Montrer que la suite (u,), .y est bornée.

4. Montrer que la suite (u,), oy est décroissante.

d.

Montrer que (un)neN converge et préciser sa limite.

Partie 2 : Une suite implicite

Ry — R
arctan(z) -

On pose pour tout n € N, n > 2, f, :

6. Soit n € N, n > 2.

(a) Déterminer le signe de g, : © — x — n (1 + 2?) arctan(z) sur R,

(b) En déduire le tableau de variation de f, sur R?.
7. Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique x,, € [%7 1} tel que f, (z,) = 1.
8. Montrer que la suite (z,),,-, est monotone.

9. En déduire que (z,,),,., converge et déterminer sa limite.
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Probléeme 3 - Polyn6mes

n

1
L’objectif de ce probleme est de calculer 1_131 Z 2 o utilisant un résultat obtenu grace a des

polynomes.

Partie 1 : Convergence de la série

n
1
On pose pour tout n € N*, S, = Z w2 et T, =S5, + %
k=1
1. Montrer que la suite (S,), oy« est strictement croissante.
2. Montrer que la suite (7,),,cy- est strictement décroissante.

3. Montrer que les suites (Sy),cn- €t (T}),cy» cOnvergent.

Partie 2 : Une équation polynomiale

Soit n € N. On cherche & déterminer tous les polynémes R,, € C[X] solutions de 1’équation
(En) (X —1) R, =nR,.

On note .7, 'ensemble des solutions de (£,,) dans C[X].
4. Montrer que ., est un sous-espace vectoriel de C[X].
5. Préciser .7
On fixe désormais n € N*. Soit R,, € .%,. On suppose R,, non constant.
6. Quel théoreme garantit 1’existence d’une racine a € C de R, ?
On fixe a € C une racine de R,. On note p € N* sa multiplicité.
7. Montrer que
nRP™V = (X —1)RWP) + (p— 1) RP~V.

8. En déduire que a = 1 puis la factorisation de R, dans C en fonction de p et d’un coefficient
A e Cr.
9. Montrer que p = n.

10. En conclure que ., = Vect ((X — 1)"). On pensera bien d justifier 'inclusion réciproque.

Partie 3 : Factorisation des (),

On fixe n € N, n > 2 et pour tout k € [1;n — 1], on note wy, = cotan (%)

11. Soit k € [1;n — 1]. Déterminer une relation entre w,_j et w.
Onpose R,=(X—1)"etQ, =R, (X +2)—R,(X)=(X+1)"—(X-1)".
12. Préciser (09, Q3 et Q)y.

13. Montrer que @),, est de méme parité que n + 1.

14. A l'aide de la formule du bindome de Newton, déterminer le degré et le coefficient dominant de

@n-

4/8)
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15. Soit z € C. Montrer que
z+1)"=(z=1)"=0 & ze{—iwg | ke[lin—1]}.

16. A Taide de la question [3.| des préliminaires montrer que (), possede au moins n — 1 racines
distinctes.

17. Préciser la factorisation de @, dans C[X].

18. Soit m € N*. En déduire la factorisation de Qg +1 dans R[X].

Partie 4 : Racines de P,

" (2 1
On considere toujours n € N, n > 2. On pose P, = Z ( n2;€i- )X’“.
k=0

19. Préciser P, et Ps.

" (2 1 (2 1
20. (a) Soit ¢ € C. Simplifier A =) n X2kl N e XZrtpam=2k,
2k e\ 2k +1
(b) En déduire que
Q2n+1(X) = 2Pn (X2) .

2km
2n+1

21. En déduire que pour tout k € [1;n], — cotan? <
pas d’autre.

) sont des racines de P, et qu’il n'y en a

22. Rappeler les deux relations racines-coefficients pour un polynéme scindé quelconque.

23. En déduire que

znzcotan2< km >_n(2n—1)
= 2n+1/ 3

Partie 5 : Conséquence, conclusion, consécration

On admet que pour tout z € |0; 5[, sin(z) < 2 < tan(x)
(ce qui se démontre par une simple étude de fonction).

24. En déduire que pour tout z € |0; 5[, cotan?(z) < -5 < 1+ cotan?(z).

km
2n+1"

25. Soit k € [1;n]. En appliquant I'inégalité précédente a en déduire un encadrement de #
n
26. En déduire un encadrement puis un équivalent de Z =k
k=1
"1
27. Conclure en précisant ngl}rloo kz::l o
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ANNEXE

Nom /Prénom :

1.5

14

1.3

1.2

1.1

0.8 -

0.7 pd

0.6 v

0.5 7

0.4 /2

0.2

0.1

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 13 14 1.5



