; ! Mathématiques PTSI, DS6 Cor Samedi 11 février 2023

Corrigé du Devoir Surveillé 6
Continuité, dérivabilité, suites numériques,
polynoémes

Partie 0 : Préliminaire

On appelle cotangente, notée cotan la fonction définie lorsque c¢’est possible par cotan(z) =
1. Soit x € R. On a les équivalences suivantes :
cotan(z) existe & sin(z) # 0 & x#0 [n].

Conclusion, le domaine de définition de cotan est donné par

|2 =R\ {kr |keZ}=R\rZ|

2. La fonction tan est définie sur R\ {5 + km | k € Z} et s’annule pour tout 2 = 0+ k. Donc la fonction
1/ tan est définie sur R\ {§ + k% | k € Z}. Notamment 1/tan tout comme la fonction tan n’est pas
définie en 7 par exemple alors que d’apres la question précédente, la fonction cotan I'est. Conclusion,

I
les fonctions cotan et 1/tan ne sont pas égales en 5 + km, pour tout k € Z.

3. La fonction cotan est dérivable sur son domaine de définition comme quotient de fonctions qui le sont
et dont le dénominateur ne s’annule pas et

<cos(a:)>' _ - sin?(z) — cos?(x) 1

/ . _
Ve € 9, cotan’(x) = Sin(z)

sin?(z) T sin?(x)

Donc notamment pour tout x € ]0;7[ C 2, cotan’(z) < 0. Donc la fonction cotan est strictement
décroissante sur ’intervalle ]0; [. De plus, cotan est continue sur ]0; 7| car elle 'est sur . Donc par
le théoreéme de la bijection, cotan définit une bijection de I = ]0; 7| dans J = cotan (]0; 7[) et de plus,
on sait que

J = cotan (]0; 7[) = ] lim cotan(z); ilg(l] cotan(z) | .
<m x>0

Or en 7, cos tend vers —1 et sin vers 0. Donc par quotient,

lim cotan(z) = —1 X +00 = —00.
T—T

x<T
De méme en 0, cos tend vers 1 et sin vers 0" donc par quotient,

lim cotan(z) =1 X 400 = +o0.
z—0
x>0

Donc J = R. Conclusion,

‘Cotan définit une bijection de |0; 7[ dans R. ‘

On observe que cotan (g) = 0. Ainsi, on obtient le graphe suivant :

1/
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INJE]
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Probléme I - Continuité-dérivabilité

Partie 1 : Etude d’une fonction

On définit
|-mn = R
P N cotan(x) arctan(z) sixz #0
1 si x = 0.

1. On a vu précédemment que cotan est définie sur ¥ = R\ {kn | k € Z} donc notamment sur |—m; 0[U
]0; [ et la fonction arctan est bien définie sur R. Donc ¢ est bien définie sur |—m;0[ U ]0;7[ et en 0
donc sur |—m; 7.

De plus, cotan est continue sur ¥ comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur

ne s’annule pas. Donc cotan est continue sur |—m;0[ U ]0; 7[. La fonction arctan aussi. Donc ¢ est
continue sur |—; 0[ U ]0; w[. Etudions son comportement en 0.

On a
cos(x)

sin(x)

Vz € |—m;0[U]0;7[, p(x) = cotan(zx) arctan(x) = arctan(x).

Or on sait que cos(x) ~ 1, sin(z) ~ z et arctan(x) ~ . Donc par produit et quotient (légal
z—0 z—0 z—0

pour les équivalents) on a

Autrement dit
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Or ¢(0) =1 donc lin% o(z) = ¢(0) et donc lin% () existe et vaut 1 = ¢(0). Donc
T— r—r
x#0

la fonction ¢ est continue en 0.

Or on a vu que ¢ est continue sur |—m;0[ U]0; w[. Conclusion,

‘la fonction ¢ est continue sur |—m; 7. ‘

2. On note que |—m; [ est centré en 0. De plus, pour tout x € |—m;7[, si x # 0, —x aussi et donc

o(—z) = cos(—x)) arctan (—z) = M

s (— arctan(z)) = ¢(x)

— sin(x)
par imparité de sin et arctan et parité de cos. Si z = 0, ¢(—x) = ¢(0) = ¢(z). Donc dans tous les cas,
Ve el-mx[,  ¢(=z) =)

Conclusion,

’1& fonction ¢ est paire. ‘

3. Les fonctions cos, sin et arctan sont dérivables sur |—m; 7\ {0} et sin ne s’annule pas sur cet ensemble
donc ¢ est dérivable sur cet ensemble et

Vo € ]—m;m[\ {0}, ¢'(x) = cotan’(z) arctan(z) + cotan(x) arctan’(z)
) 2
— — 1
o igZ(m(;os (z) arctan(x) + COtan(m)m
1 cos(z) 1
= — t S
2 (2) arctan(x) + sin(z) 1+ 22
1 1
= () <— arctan(x) + cos(x) sin(x)sz> car sin(x) # 0
1 sin (2z) )
= — t .
sin?(x) < 2 1+a2 O° an(z)
Conclusion, on observe bien que
1 sin (2x)
: () —
Vo € |]—m; x|\ {0}, o(x) = Sn2(2) <2 Ata9 arctan(az)) .
4. On sait que sin (u) = u — %3 +o0 (ug) Donc en posant ©w =2z — 0, on a
u—0 z—0
: 8 3
sin (2z) = 2z — e + o0 (z”).
Donc (22) 5
sin (2z 2z 3
> w0 3 tel)
D’autre part, 1%‘ = 1—wu+o(u). Donc en prenant u = > — 0, on a également
z—0 z—0
1 = 1-z2*40 (m2)
1+ 22 2—0 ’
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Par produit,

=z —a3 —I-O(x3)

sin (2z) 93 3 9 9 z—0 s
mwgo(x_TJro(%))(l_m +o(2%)) —2Z 4o (2?)
+o0 (2°)
— 553 3
xzox—%—l—o(:ﬂ )
Enfin,
3 3
arctan(z) Rty + o (z°)

Donc par différence,

sin (2z) 53 3 3 3 423 3

m—arctan(m) xiozv—?—l-o(m ) — m—§+o(az ) = —7+0(x ).
De la, on en déduit que

sin (2z) tan(z) 43
————~ —arctan(z) ~ ——.
2 (1 -+ x2) z—0 3
Inutile de faire le développement limité de ﬁ Nous avons directement, sin(x) ~o T Donc par
T—
passage a la puissance —2,
1 1
SiHQ(l’) :E:O ﬁ
x#0

Finalement, par produit,

5. D’apres ce qui précede, on sait que ¢ est dérivable sur |—7; [ \ {0} et par la question précédente,

4x

. / 1 e
e ) =g =0
x#0 x#0

De plus, ¢ est €' sur |]—m;7[\ {0} comme produit et quotient de fonctions qui le sont et dont le
dénominateur ne s’annule pas. Ainsi,
o @est €t sur |—m; 7|\ {0}.
* ¢ est continue sur |—m; 7| (par la question [2)).
o lim ¢'(z) existe et vaut 0.
z—0
x#0

Donc par le théoréme de prolongement €', on en déduit que ¢ est € en 0 et ¢'(0) = 0. Or ¢ est
aussi €1 sur |—; 7[\ {0}. Conclusion,

@ est €1 sur |—m; 7.

De plus on a ¢(0) =1 et ¢/(0) = 0. Ainsi, ¢ admet une tangente horizontale en 0 dont I’équation est
donnée par

y =1

6. On obtient le graphe suivant
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0
- / \ .
1 A% jus 1
' 2 2 '
1 1
1 1
1 —1 1
1 1
1 1
1 1
1 19 1
1 1
1 1
i i
1 1
t 13 t
1 1
1 1
1 1
1 1
i —4 i
1 1
' '
1 1
1 1
1 5 1
1 1
T T
1 1

Partie 2 : Une fonction divergeant aux bords d’un intervalle borné

Soit f une fonction dérivable sur |—m; 7| telle que l_i>n_1 fx) = %1_1(}1}r f(x) = —occ et f(0)=1.
7. On sait que IAIEI f(x) = -0 ie.
VAeR, 3n >0, Va € |-m;—7 + 1], f(z) < A.

En particulier pour A = 0, on obtient qu’il existe n > 0 tel que pour tout = € |—m; —7 + n[, f(z) < 0.
Posons @ = min (—7 +n,—1), alors a € |—m;0[ et pour tout z € |—m;—7m +n[, on a = € |—m;a| et
donc f(x) < 0.

De méme, lim,_,, f(z) = —oo donc pour A = 0, il existe b € |0;7[ tel que pour tout =z € |0; 7|,
f(z) < 0. Conclusion,

13(a,b) €]-m;0[ x J0;7[, Vo € )-mia[Ulbsn[,  f(2) <0

8. Montrons que [0;1] C f (]—m;7[). Soit = € [0;1]. Par la question précédente, on a f(a) < 0. Donc
fla) <0<z <1=f(0).

Or la fonction f est dérivable et donc continue sur le segment [a; 0]. Donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires,

Ja € [a: 0], z=f(a).

En particulier,
Ja € |-m; 7], z=f(a).

Par conséquent, z € f (]—m;x[). Ceci étant vrai pour tout x € [0; 1], on en déduit que

1[0;1] € £ (—m;7]) |

9. La fonction f est continue sur |—m;7[ donc sur le segment [a;b] C |—m; 7w[. Donc par le théoréme des
bornes atteintes :
Jzg € [a;0], Va € [asb],  f(w0) = f(2).

5/29
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En particulier, puisque 0 € [a;b], f (z9) = f(0) =1 > 0. Or on sait que pour tout x € |—m;a[ U |b; 7],
f(x) <0 et donc f(x) < f(xp). Ainsi

S € [asb] € |-mim], Vo € ]-mnl,  f(2) < f (20).

Conclusion,

‘la fonction f admet un maximum sur |—m; 7. ‘

Et celui-ci est atteint sur [a;b].

10. On suppose que f’ est bornée sur [0; 7] : il existe M € Ry tel que pour tout = € [0;7[, | f'(z)| < M.

(a)

Soit (x,y) € [0;7[%,  # y. Alors, puisque la fonction f est dérivable sur |—;7[, on en déduit
que f est continue sur [z;y] (ou [y;x]) dérivable sur |x;y[ (ou Jy;z[). Donc par le théoréme des
accroissements finis,

Je € Ja;yl (ouly;z)),  flz) = fy) = fe) (z —y).
Donc
[f(@) = f)] =[]z -yl < Mz —y| car ¢ € Ja;y[ C [0;7].
L’inégalité étant encore vraie pour x = y, on a

V(z,y) € 0;a®,  |f(@)— f)I <Mz —yl.

Conclusion,

‘la fonction f est M-lipschitzienne sur [0;71'[.‘

Soit = € [0; 7[. Par la question précédente, on a

|f(x) = f(O)| = |f(z) = 1| < M|z — 0| = M |z| < M.

Donc
Vz € [0; 7], fle)—=1>-Mnr & f(z)>1-— Mn.
Donc la fonction f est minorée sur [0; 7[. Or lim f(z) = —oo ce qui est contradictoire. Conclusion,
x<m

‘La fonction f’ n’est pas bornée. ‘
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Probléme II - Suites numériques

Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1 : Une suite récurrente
On pose consideére la suite (uy),, oy définie par ug = 1 et pour tout n € N, u,41 = arctan (uy).

1. On obtient pour les premiers termes le comportement suivant :

1.5

1.4

1.3

1.2

1.1

0.9 _—

0.8

0.6 .

0.5

4
0.4 7

0.2

0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 U3 uN.7 Ul 0.9 up 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

2. La fonction h est définie et méme dérivable sur R en tant que différence de fonctions qui le sont. De

plus, )
, 1 T
Vz € R, h(w):1+$2—1:—m.
Donc h' est strictement négative sur R* et h est continue en 0 donc h est strictement décroissante sur
R. Enfin,
xEI—II—loo h(z) = g —00=—00 et xEI—noo h(xz) = +oo.

On obtient alors le tableau de variation suivant :

7/
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3. On pose pour tout n € N, Z(n) : « u, € [0;1] ».
Initialisation. Sin = 0, alors up = 1 € [0; 1]

Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie : 0 < u, < 1. Alors par la croissance de la fonction
arctan,
0 = arctan(0) < arctan (uy) = un+1 < arctan(l).

Puisque 1 > 0, par la question précédente, on en déduit que h(1) < h(0) = 0 donc arctan(l) —1 < 0
i.e. arctan(l) < 1. Ainsi,
0< Un+1 <L

Donc Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, &(n) est vraie :
Vn € N, u, € [0;1].

La suite (uy),cy est donc majorée par 1 et minorée par 0. Conclusion,

la suite (un),cy est bornée.

4. Par la question 2. on a pour tout = € Ry, h(z) < 0 c’est-a-dire arctan(z) < z. Or pour tout n € N,
uy, = 0 d’apres la question précédente. Donc en prenant x = u, > 0, pour tout n € N,

arctan (uy,) < up, & Unt1 S Un-

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en conclut que

La suite (uy),cy est décroissante.

5. Par ce qui précede, (un),cy est minorée par 0 et décroissante. Donc par le théoréme de convergence
monotone,
(Un),en converge.

Notons / sa limite. La suite (un11),cy converge aussi vers £ en tant que suite extraite de (un),cy-
D’autre part, par continuité de la fonction arctan en ¢ (car elle est continue sur R), par la caractéri-
sation séquentielle de la continuité,

lim arctan (u,) = arctan (¢) .
n—-+o0o

Or pour tout n € N, u,,41 = arctan (uy,). Donc par unicité de la limite,
arctan (¢) = ¢ & h(¢) =0.

Or la fonction h est strictement décroissante sur R et h(0) = 0 donc pour tout x > 0, h(z) < 0
et pour tout < 0, h(x) > 0. Ainsi h(x) =0 < =z = 0 (on peut aussi invoquer le théoreme de la
bijection pour garantir son injectivité). Nécessairement, ¢ = 0. Conclusion,

La suite (uy,), ¢y converge vers 0.

8/20
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Partie 2 : Une suite implicite

RY — R
arctan(x) -
oy arctan(@)

On pose pour tout n € N, n > 2, f, :

6. Soit n € N, n > 2.

(a) La fonction g, : x — x —n (1 + xz) arctan(z) est bien définie et méme dérivable sur Ry comme
somme et produit de fonctions qui le sont. De plus,

Vo € Ry, gh(xz) =1 —n(2z)arctan(z) — n.
Or n > 2 donc 1 —n < 0 et de plus pour x > 0, —2nz arctan(x) < 0. Donc
Vo € RY, gn(z) <O0.

Donc la fonction g, est strictement décroissante sur Ry. Or ¢,(0) = 0 donc

Ve € RY, gn(x) < 0.

(b) La fonction f, est définie et méme dérivable sur R* et

1 arctan(z)  x —n (1+2?)arctan(z) g, (z)

* / _
Ve € R s fn(x) - (1 +x2)$n -n ntl - rntl n

Or par la question précédente, pour tout = > 0, g,(x) < 0 et ™ > 0. Donc
Vz € RY, fr(z) <0.
Donc la fonction f, est strictement décroissante sur R% . De plus, on a

_arctan(z) x 1

fn(x)—i ~ — = -

mn

Or n > 2. Donc -1 — 0. Ainsi,
x—0
x>0

D’autre part,

Conclusion,

Jn \

7. Soit n > 2. La fonction f,, est continue et par la question précédente strictement décroissante sur R

donc sur [%, 1}. De plus,

:3"/2E>3E:E>1 car n > 2.

(1/v3)" 6~ 76 2
9/2q

I (\}g) _ arctan (1/\/5)
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Et )
arctan ™
Donc 1 € [fn (%) ,fn(l)} Donc par le théoreme de la bijection (ou le corollaire du théoréme des

valeurs intermédiaires) il existe un unique

1
VneN, n>2 dx E{;}, Tn) = 1.
8. Soit n € N, n > 2. Pour tout z € [%, 1}, on a z" > 2" > 0. Donc
1 1 t t
0< — < —— = 0< 2 an(z) < arctan(z) car arctan(x) > 0.
xn :L,nJrl xrn xn+1
Ainsi,
1
Vx € [; 1} , ) < x).
\/g fn( ) fn—f—l( )

Or par la question précédente, x,, € [%, 1} donc

fo (@n) < fot1 (z0) -
Or fn(xn) =1= fnt1 (xps1). Donc
fnt1 (xn—i-l) < fott (xn) .
Or par la question fnt1 est strictement décroissante sur R donc sur [%, 1}. Ainsi,

Tnt+l 2 Tn.

Ceci étant vrai pour n > 2 quelconque. On en conclut que

la suite (z),,5, est croissante.

9. Par ce qui précede, la suite (mn)n>2 est croissante et majorée par 1. Donc par le théoreme de conver-
gence monotone, la suite (x),,-, converge. Notons ¢ sa limite. Pour tout n € N, n > 2, on a

arctan (x
1= fu(zy) = # & arctan (z,) = x..
xn
Pour tout n > 2, % < xp, < 1. Donc par passage a la limite, % < ¢ < 1. Supposons ¢ < 1. Alors par
le théoréme de convergence monotone, on sait que £ = sup,,~o x, donc
Vn > 2, 0Lz, </ = 0<a <"

Or ¢ € [0; 1] donc

lim /" =0= lim O.

n—-+0oo n——+00
Ainsi, par le théoréme d’encadrement,
lim 2 =0 = lim arctan (z,) = 0.
n—-+00 n—-+0o

Or par continuité de la fonction arctan en £ et la caractérisation séquentielle de la continuité,
li t = t f).
JUm arctan (x,,) = arctan ({)

Donc par unicité de la limite arctan (¢) = 0 = £ = 0. Or on a vu que £ > —= > 0. Contradiction.

w

Donc nécessairement, £ = 1. Conclusion,

La suite (x,,),,~, converge vers 1.

10/20]
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Probleme III - Polynomes

n

L’objectif de ce probleme est de calculer lim Z — en utilisant un résultat obtenu grace a des polyndmes.
n—-+oo k:2

Partie 1 : Convergence de la série
"1

On pose pour tout n € N*, S, = Z = et T, =S, + %
k=1

1. Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

n+1 1
n+1 n*ZkQ Zk2:7n+1>2>0.
Donc
Vn € N¥, Snt1 > Sh.
Conclusion,

la suite (Sy,), e+ est strictement croissante.

2. Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

ntlg 1 "1 1
Toii - Ty =S — 4+ — N - _ =
nl A ;k2+n+1 kz::li# n

1 n—(Mn+1)
(n+1)> n(n+1)
1 1

(n+1)? n(+1)
n—(n+1)
n(n+1)>

1
- <0,

n(n+1)

Donc
Vn € N*¥, Thi1 < T,

Conclusion,

la suite (77,),cy- est strictement décroissante.

3. Pour tout n € N* on a

n'

3\'—‘

n n
=Yt Y,
Ainsi,

ngrfoo (T, — Sp) = 0.
De plus, on a vu que (Sy,),,cn+ st croissante et (7},), o+ est décroissante. Ainsi, les suites (Sy,),cn- €t
(Th),,en+ sont adjacentes. Or deux suites adjacentes convergent (et vers la méme limite). Conclusion,

Les suites (Sp),en+ €t (Th),en+ convergent (et vers la méme limite).

11/20
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Partie 2 : Une équation polynomiale

Soit n € N. On cherche & déterminer tous les polynémes R,, € C[X] solutions de 1’équation
(Ey) (X —1)R), = nR,.
On note .#, ensemble des solutions de (F,) dans C[X].

4. On note les points suivants

o %, C C[X] par définition.
¢ Si P = 0¢[xj, alors (X — 1) P' = O¢[x] = nP. Donc O¢[x] € Sn.
o Soient (A, u) € C? et (P,Q) € .#2. Dés lors, on sait que

(X —1)P' =nP et (X -1)Q =nQ
Posons R = AP + Q. Alors, R € C[X] et

(X-DR =X -1)(AP+pQ)

=X -1 (AP +pQ) par linéarité de la dérivation des polynomes
=AX-DP +puX-1)Q
= AnP + unQ car Pe€ Y, et Q € .9,

=n(AP+puQ) =nR.
Donc R € .¥, et ., est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

‘Yn est un sous-espace vectoriel de C[X]. ‘

5. Sin=0,o0na
(Eo) (X—-1) R6 = O(C[X] = R6 = O(C[X] g Ry € Cy[X].

Conclusion,
S = Co[X].

Soit R, € .%,. On suppose R,, non constant.

6. Puisque R, est non constant,

par le théoreme de d’Alembert-Gauss, R,, admet une racine a dans C.

On fixe a € C une racine de R,. On note p € N* sa multiplicité.

7. Puisque R,, € .%,, on a
nR,= (X -1)R..

Donc en dérivant p — 1 fois cette égalité,

nRPD = (X —1)R,)"Y.

Par la formule de Leibniz,

-1
nRPY — pz (p . 1) (X —1)® (R, P
k=0

12/20
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10.

Or (X -1)P=x+1,(Xx-1)W =1 et pour tout k 22, (X —1)* =0. Doncsip>2,p—1>1
et alors

nRPY = <p0 1) (X —1) (R + (p i 1) (R)P™ = (X = 1) RY + (p— 1) R®~V.

Si p =1, on sait que nR,, = (X — 1) R, donc I’égalité reste vraie. Conclusion,

nRP = (X —1)RP 4 (p — 1) RP~V.

n

On sait que p est la multiplicité de a. Donc par caractérisation avec les dérivées, on a R&p _1)(a) =0
et R%p ) (a) # 0. Donc en prenant X = a dans le résultat de la question précédente,

0=(@—-1)RPWw)+0 < a—-1=0 car RP)(a) # 0.
Conclusion,
a=1.
Par le théoréme de factorisation dans C[X], on sait qu’il existe m € N*, (a1, ..., ay,) € C™ (les racines

de R,), (n1,...,nm,) € N™ (les multiplicités des racines) et A € C tels que
m
Ry =M (X — o)™,
k=1

avec A # 0 car R, n’est pas constant par hypothese. Or par la question précédente, R,, ne posséde
qu’une unique racine a = 1. Donc m =1 et il existe A € C* et p € N* (la multiplicité de 1) tel que

Ry =A(X 1)

En injectant l'expression précédente dans 1’équation (F,), on obtient
nA(X -1 = (X —1)pA(X —1)P ! car p > 1
& nA(X -1 =pA(X —1)

Par unicité du coefficient dominant n A = p A. Or A # 0. Conclusion,

Si R, n’est pas constant, alors par les questions précédentes, I\ € C* tel que R, = A(X —1)" et
donc R, € Vect ((X —1)"). Supposons R,, € .}, constant, R,, = ¢ avec ¢ € C. Alors R], = O¢[x]. Dés
lors,

(En) nR,=(X-1)R), & nc=>0 & c=0 car n # 0.
Donc R, =0 € Vect ((X —1)"). Donc
Sn C Vect (X —1)").
Réciproquement, soit R,, € Vect ((X —1)"). Des lors,
IXeC, R,=X(X-1)".

Par suite,
(X-1)R, =X -Dnrx(X-1)""! car n > 1
=nA(X-1)"
=nR,.

Donc R, € ., et ainsi,
Vect (X — 1)") C A,

Conclusion,

‘yn = Vect (X — 1)") ‘
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Partie 3 : Factorisation des (),

km

On fixe n € N, n > 2 et pour tout k € [1;n — 1], on note wy = cotan (7)

11. Soit k € [1;n — 1]. On a les égalités entre réels suivantes :

(n—k)ﬂ)

(=)
=cotan | m™— —
n

COS (71' — k%)

Wn—_k = cotan (

sin (7r — 22

Conclusion,

Onpose R, =(X—-1)"et Q,=R, (X +2)—R,(X)=(X+1)"— (X -1)".

12.

13.

On a les égalités entre polynémes suivantes :

Q=(X+1)°—(X-1)°=X2+2X +1- X2 +2X — 1 =4X.

Aussi,

Q=X+1)° (X -1 =X3+3X>+3X +1— (X*-3X? +3X —1) =6X? + 2.

Et enfin,

Qu=X+D"— (X -1 = X" +4X3 + 6X% +4X +1— (X* —4X3 + 6X* —4X + 1)

=8X3 +8X.

Conclusion,

Qs = 4X, Q3 =6X%+2, Q4 = 8X3 + 8X.

Si n est pair, il existe p € N, p > 1 tel que n = 2p. Des lors,
Qu(—X) = (-X +1)" = (-X — 1) = (=X + ¥ = (=X — 1)
=(X-1D)¥—-(X+1)%
= —Qn.
Donc dans ce cas, @, est impair.
Si n est impair, il existe p € N, p > 1 tel que n = 2p + 1. Dans ce cas,
Qn(=X) = (=X +1)" = (=X = 1)" = (=X + ! - (-x — 1)
= (X -7 4 (x 1)
= Q.
Donc dans ce cas, 0, est pair.

Conclusion,

‘Le polynéme @Q,, est de méme parité que n + 1.

14/20
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14.

15.

16.

Par la formule du binéme de Newton, on a

n

(X +1)" = f: (Z) PULEESY (Z) x*,

k=0 k=0

n

De méme (X —1)" = (”) XF(=1)"*. Don,

k
k=0

n

Yy

k=0 k=0 k=0

Sik=n,onal—(—1)" =1-1=0.Sik=n—1,onal—(—1)""=2 Donc

n 1 2 n e
Qn:(n_1>2X 1+’€Z()(k)Xk(l—(—1) k) car n > 2.

=A

Or deg (A) < n — 2. Conclusion,

deg (Qn) =n—1 et son coefficient dominant est 2( " 1) = 2n.
n—

Soit z € C. On a les équivalences entre complexes suivantes :
+D)"=(z=-1)"=0 & 4+1D)"=(z-1)"
Jeeon—1], z+1l=cn (z—1)

=
& Jk € [0;n — 1], z(l—ei%Tw) :—(ei%TTr +1).

Sik=0,z (1 — ei%Tﬁ) = - (eﬂ,’ff —H) < 0= —2 impossible. Donc k # 0 et 1 — e 5 # 0. Dans ce
cas,

-2k

n 1
+D)"—(:=-1)"=0 & dk € [1;n — 1], Z:_fij’”'
— e’ n

Or par factorisation par ’angle moitié,

eim:»ﬁ +1 eiszr ei’% —|—e_ika
_1 —e ar _—ei%ﬁ ei’% —e_’k#
2 cos (k—“)
~ 2isin (k—”)
= —iWg

Conclusion,

(G+)"—(:-1"=0 & ze{-iwg|ke[lin—1]}]

Soit z € C. Par la question précédente, on a

z racine de @ & Q(z) = 0¢
& +1)"=(:=z-1)"=0
& ze{—iwg | ke[Llin—1]}.
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17.

18.

Donc pour tout k € [1;n — 1], —iwy est une racine de ). Montrons qu’elles sont distinctes. Soit
(k,1) € [1;n — 1]?, tel que —iwy = —iw;. Alors, wy, = w; i.e.

cotan| — | =cotan|{ — | .
n n

Or ™ c10;7[ et %r €0; 7| car (k,1) € [1;n — 1]? et par la question [3.[des préliminaires cotan définit
une bljection de |0; [ dans R. Notamment cotan est injective sur |0; 7[ donc

k1
A T )
n n

Par contraposée, k # [ implique —i wp # —iw; et les racines trouvées sont distinctes. Conclusion,

‘Qn possede au moins n — 1 racines distinctes : —t w1y, —Tw9, ..., —1Wnp_1- ‘
Par la question précédente, —iwi, —iwa,..., —iwy,_1 sont n — 1 racines distinctes de @, et par la
question deg (@) = n — 1. Donc —iwy, —iws,..., —iw,_1 sont exactement les n — 1 racines de

Q. Ainsi, il existe A € C,

]j X-i—zwk

Or toujours par la question le coeflicient domlnant de Q,, est 2n donc A = 2n. Conclusion,

n—1

Qn:2nH(X+iwk).

k=1

Soit m € N* et n = 2m + 1. 1l faut rassembler les racines conjuguées I'une de l'autre. Or puisque
wp = cotan ( ) €R,ona —iwg =iwg =1i(—wy_g) d’apres la questlonu Donc

—TW = —tWp_k -
Ainsi,
2m 2m
Qn—Q2m+1—2nH X +iwg) —2nH (X +iwg) H (X +iwg) .
k=1 k=1 k=m-+1

Posons k = 2m + 1 — k dans le second produit,

m m
Qn=2n]] (X +iw) H (X 4+ iwomt1-k)
k=1 —1

(X +iwk) (X +iwn_g)]

I
,’:]3

b
Il
—

(X +iwg) (X +iwg)]

I
;:]3

B
Il
—

I
::]3

[X2 + 2Re (iwi) X + |t wg] }

o ()]

Orsil<k<malors0< kr = 277]211 < 5. donc cos (%’r) > 0 et sin (%”) > 0 et donc cotan (%ﬁ) > 0.
Conclusion, dans R[X],

B
Il
—

s

2n

{X2 +

B
Il

1

- km
mi1=2(2m+1) X2+ cot <7>>
Qom+1 (2m + 1;[ ( + cotan -
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Partie 4 : Racines de P,

2 1
On considere toujours n € N, n > 2. On pose P, = E ( n2—]<i:_ )Xk.
k=0

19. On a les égalités entre polynoémes suivantes :

2
5 5 5
P=3 (Qk)x’f =1+ (2>X+ <4)X2 =1+ 10X +5X2.

k=0

Py = é(i)){’“ =1+ (;>X+ (Z)X2+ (DX?’ =1

Or par le triangle de Pascal, on a les coefficients suivants a ’ordre 7 : 1,7,21,35,35,21,7,1. D’ou

De méme,

Py=1+21X +35X2% 4+ 7X3.

Conclusion,

Py, =5X%2+10X + 1, Py =7X%+35X2+21X +1.

20. (a) Soit t € C. On a les égalités entre polynémes suivantes :

(20 1Y Loponoki1 2n+ 1Y opg1,on—2k
A:Z( op )X +Z op g1 )

k=0 k=0
" (on+1 on+1
_ X 2ky2n—2k+1 X2k+1t2n—(2k+1)+
> (" > (o

Posons pour tout k € [0;2n + 1], ux = (2";1)th2”_k+1. Dés lors,

n n 2n+1
A=Yt Y= Y wt Y w= 3w,
k=0 k=0 0<p<2n+1 0<p<2n+1 p=0

p pair p impair

Ainsi, par la formule du binéme de Newton,

241
Ao ”Z: (2 +1>th2n k41 _ (X+t)2n+1.

Conclusion,

A= (X+t)2n+1.

(b) Par définition, on a
Q2n+l (X) _ (X + 1)2n+1 - (X o 1)2TL+1 )

Donc par la question précédente en prenant ¢t = 1,

n o~ (2041 vop | n= 20+ 1Y Cgni
(X +1) :Z( o )X +Z(2k+1>x :

k=0 k=0
De méme, en prenant ¢t = —1,
L (2n+1 “(2n+1
X 1) — X2k (_1)2n—2k+1 X 2k+1 (_q)2n—2k
o= 32 (P ey (G e

2+ 1\ ok, N~ (201 gk
—— X X .
> (e (et
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Donc en faisant la différence de ces deux expressions, les termes impairs disparaissent,
2n+1
Qan1(X 2}:( )X%+0:234Xﬂ.

Conclusion,

Qan+1(X) = 2P, (X?).

21. On sait que pour tout k € [1;(2n + 1) — 1] = [1;2n], —icotan (27’:11) est racine de Q2,41 donc

km
et e Qo (icon ()
€ [1;2n] c = Q2n+1 | —i cotan 1
km
_ a2 2
—2Pn(( i)” cotan (Qn—i—l))

=2P, (—cotan2 < il )) .
2n+1

) est racine de P,,. Montrons que ces racines sont distinctes.

km
2n+1

k l
— cotan? ( il ) = — cotan? < il ) .
2n+1 2n+1

Donc pour tout k € [1;n], — cotan? (
Soit (k,1) € [1;n]? tel que

Alors,
k l
cotan2< il > = cotan2( il ) .
2n+1 2n+1
Oro< 2n+1 < 2n+1 < 5, = 5. Deméme 0 < 24’_11 < 5. Donc cotam(2 ) >0et cotan( 111) > 0.
Ainsi,

cotan = cotan .
2n +1 2n +1

Or par la question [3.| des préliminaires, cotan est bijective donc injective sur ]0; g[ donc

kﬂ'ilﬂ'
n+1 2n+1

k=1

2n+1) k € [1;n] forment n racines distinctes de P,. Or deg (P,,) = n (car (2”+1) #0).
Donc P, posséde exactement n racines (comptées avec multiplicité) dans C. Donc

Donc — cotan? (

— cotan? ( >, k € [1;n] forment les n racines de P,, qui n’en posséde pas d’autre.

T
2n +1

22. Soit P un polynoémes de degré n > 1 scindé dont les n racines sont notées x1,...x,. Posons P =
n

Z apX®, an # 0. Alors,
k=0

ao Gp—1
xlxg...In:(—l)naf et x1+---+xn:—a .
n n
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23. Puisque 23, = — cotan? (2511), pour k € [1;n] sont les racines de P, et que son coefficient d’ordre n
vaut a, = (2221) et celui d’ordre n — 1 a,_1 = @ZS), on en déduit que
n 1 (2n+1) (2n+1)!
Z . cotan2 ™ _\2n—2) _ (2n-2)!(2n+1-(2n-2))!
on+1 - (2n+1) - (2n+1)!
k=1 2n 2n)!I(2n+1-2n)!
(2n+1)!
(2n—2)131
T (@2n+1)!
(2n)!
(2n)!
(2n —2)16
2n(2n +1)
6
_ n(2n+1)
3 .

Conclusion,

Zcotanz( km > _ n(2n—1).
n 3

Partie 5 : Conséquence, conclusion, consécration

On admet que pour tout z € [0; 5[, 0 < sin(z) < z < tan(z).
(ce qui se démontre par une simple étude de fonction).

24. Soit x € ]0; g[ Par la décroissance de la fonction u — 2 sur R% , on a

1 1 1 1 2 in?
0< 3 < < = & 0< Cotan2(x) <— < cos (:C) ;i—sm () = Cotan2(:v) + 1.
tanZ(z) 22  sin?(z) x? sin®(z)
Conclusion, on a bien
0 9 1 9
VmG]O;E[, cotan®(r) < —; < 1+ cotan®(x).
x
25. Soit k € [1;n]. Posons x = 2n+1 Alors 0 <z < 5777 < 57 = 5. Donc par la question précédente,

km (2n +1)?
2 2
cotan (2n+1> < 12,2 < 1+ cotan (2n+1)'
Ou encore, puisque m > 0,
72 km 1 72 km
Vk € [1;n], cotanz( )<<<1+cotan2< ))
[im] (2n 4+ 1)* 2n +1 k2 (2n+1)? 2n +1

26. En sommant entre 1 et n, on obtient que

Zcotan( ke ><§:1<7T2§n:<1+cotan2( ke ))
(2n+12 2n+1 1k2\<2”+1>2 = n+1//
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Or par 1 ti 23zn: ¢ 2( i > n(n-1)
I par la question . cotan = . onc
parfad Z 2n + 1 3

72 n(2n—1) i 1 < w2 (n+n(2n—1))
(2n+1)* 3 k2T (2n 4 1) '

2 n(2n-1) 72 (2n?) _ow?

(2n +1)* 3 n—too 4n?2 x3 6

2 < N n(2n — 1)) 2 (an) 2
n ~ ) = 2
(2n +1)° 3 n—too 4n2 \ 3 6

Donc par le théoreme d’encadrement pour les équivalents,

D’autre part,

g1 =
= k2 n—too 6

27. Deux équivalents ayant la méme limite, on conclut finalement que

+o00 n 2
1 1 T
— = 1 — =

Apres tant d’efforts, comment ne pas étre émerveillé par la beauté des mathématiques...
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