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Correction Noél 04
Matrices

Solution de I’exercice 1 La fonction z — i est €* sur |—1;+oc[ et ch sur R donc f est €4 sur

|—1; +o0[ (voisinage de 0). Donc par le théoréme de Taylor-Young, f admet un développement a 'ordre 4

en 0.
On a )
o1 2 2
1+xz:>01 T+ —l—o(a:).
Donc
T

1+ xjox_$2+$3+0($3)'

Posons u(z) =z — 2% + 2® + o (23) — 0. Dés lors,
T—r
. .2 .3 3
u(x) Sy r At + o (x?).

e Puis,

(
= 22 —23 4o (x3)
x—0
—23  +o(z?)
+o (z?)
= 2% —22% + 0 (23)
x—0

T

u(:):)?’ = (x2—2$3+0($3)) (ac—:):2+x3—|—0(:1c3)) ijS—I—o(xS).

Méthode 2. Puisque u(x) ~, T onen déduit que u(z) ~ 23 ie. u(z) = 23+ o (z3).
T—r r—r T—

o Enfin,

Or ch(u) = 1+ “—22 + o (u?). Ainsi,

u—

z—0
2
0 +%—x3+0(x3) +0(:c3).
Conclusion,
) 5,1+ o ()
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Solution de l’exercice 2
1. On applique le pivot de Gauss. On a les opérations élémentaires sur les lignes suivantes :
1 1 1 1 00
P=(-2 0 -1 Is=1[0 1 0
0 1 0 0 01
11 100
; 0 2 1 Lo+ Lo+ 214 :; 2 1 0
0 10 0 01
11 100
; 0 1 0 Lo+ Lg :; 0 0 1
0 21 2 10
11 10 0
~ |0 0 Ly < L3 — 2L, |00 1
0 0 2 1 —2
0 0 -1 -1 1
Z” 0 0 L1+ Li—Ly— L3 :5; 0 0 1
0 0 2 1 -2
Puisque P > I3, on en déduit que ‘P est inversible ‘ De plus,
-1 -1 1
pl=10 0 1
2 1 -2
Avez-vous bien vérifié votre résultat 2 On a
1 1 1 -1 -1 1
ppl=[-20 -1||0 0 1|=1I30K!
0O 1 0 2 1 -2
2. On a les égalités entre matrices suivantes :
-1 -1 1 8 4 =7 1 1 1
D=pP'AP=(0 0 1]||-8 -4 8||-2 0 -1
2 1 -2 0 0 1 0O 1 0
-1 -1 1 01 4
0 0 1 0 0 —4
2 1 -2 01 O
000
010
0 0 4

Conclusion,

, (formule fausse en n = 0!)

(
0
0
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Or A = PDP~! puis par récurrence également,

Donc pour tout n € N*|

Conclusion,

Vn € N, A" = pp"pL.
1 1 1 00 0\ /-1 -1 1
A"=]-2 0 -1]|f0 1 o0 0 0 1
0 1 0 0 0 4~ 2 1 -2
1 1 1 0 0 0
-2 0 —1 0 0 1
0 1 0 2 x 4" 4" —2 x 4"
2x 4" 4" 1 —2x 4"
—2 X 4T 4 2 x4
0 0 1
2x 4" 4 1 —2 x4
Vn € N*, =|-2x4" —4» 2x4n et  AV=1;.
0 0 1

On vérifie son résultat pour n = 1.

4. D est une matrice diagonale (important!) ayant un 0 sur sa diagonale. Conclusion,

‘D n’est pas inversible.

On sait que D = P~ AP. Supposons A inversible. Alors comme P et P! sont inversibles, par produit
de trois matrices inversibles, D serait inversible (le produit de matrices inversibles est inversible et de
plus (AB)™' = ...). Contradiction. Conclusion,

‘A n’est pas inversible.




