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Correction Printemps 02
Complexes - Intégration

Solution de ’exercice 1 Soient n € N*, z€ Cet (E): (24+1)"—(2—14)"=0.Ona:
(E) & (z4+9)"=(z—19)".
Premier cas. Supposons z = i. Alors,
(E) = (20))" =0 = 2i=0 Absurde.

Par conséquent, i n’est pas une solution de (E).
Second cas. Soit z € C\ {i}. Alors,

(B) & W:l & <Z+i>n:1.

Posons w = 2. Alors,

(E) & weU,
= Ik € [0;n — 1], w =i
& dk € [0;n — 1], Z+Z::ei%77r
z—1
o Jk € [0;n — 1], z—l—izeim%(z_i)
& Jke[on—1], z(1_ei2’“7”) :i(ei%# +1),

Notons que pour k € [0;n — 1], on a

kT -2k Qk
- =0 & l=c¢% o “L=0[1] & k=0,

car 2T ¢ [0; 27| pour k € [0;n — 1]. De plus, si k = 0,

n

d(1-eF) =i (¢ 41) & 2x0=i(14+1) &  20=0 impossible.
Par conséquent, k£ # 0. Ainsi,

(B) e  3kelin-1],  z(1-¢%F) =i (5 11)

-2k

(e 1
& Ik € [1;n — 1], z:i%.
1—e'n

Par factorisation par I’angle moitié, on a pour tout k£ € [1;n — 1], on a
-k sk - km
BTy e (eZT —i—e_lT) 2cos (’%) cos (’”)

2k -k sk - ke - - .
1—¢e"n e'n (efn —e ' 2isin ( Ex sin (&=
n n

Attention d ne pas diviser par le cosinus pour faire apparaitre de la tangente car rien n’interdit que le cosinus
s’annule (ce qui est le cas pour k = 5 dés que n est pair).
Conclusion I’ensemble des solutions de (E) est donné par

k‘e[[l;n—l]]}.

Notez qu’ici . C R.

¥



; ! Mathématiques PTSI, RevPrint02 Cor 2022/2023

Solution de ’exercice 2 Soit n € N*. Onposeu = fetv:t+— %(m).Par hypothése u est €1 sur [a; b]
et v étant € sur R est notamment € sur [a;b]. De plus pour tout ¢ € [a; b],

u'(t) = f'(t) et v'(t) = sin(nt).

Donc par intégration par parties :

n—/f sin(nt) d {f(t)_cos(nt)L ) /f Mdt

n n

f(a)cos (na) — f(b) cos(nb) +/ f,(t)cosT(lnt) it

n

Majorons maintenant la valeur absolue de cette expression par une suite convergeant vers 0 pour montrer
que (Ip),cy tend vers 0. Par I'inégalité triangulaire, puisque a < b,

1] < f(a) cos (na) — f(b) cos(nb) ‘ cos nt) Jt
n| X n
(@) eos (na)| + £ feostnb)| / | f,(mwdt
n a n

Or |cos (na)| < 1, |cos(nb)| < 1, et pour tout t € [a;b], |cos (nt)] < 1. Donc

f (@)l + £ O) + [y /@)1t

n

11| <

Posons M = |f(a)| + |f(b)] + f;’ |f/(t)| dt et observons (c’est important) que M ne dépend pas de n. Par
conséquent,

M
0< L] < —.
n

Donc par le théoreme d’encadrement |I,] 2 0. Conclusion,
n—-+0oo

lim I, =0.

n——+00

NB : on pouvait continuer ¢ majorer M. Puisque f est €' sur [a;b], f' est continue sur [a;b] et est donc

bornée (et atteint ses bornes) sur [a;b]. Posons N = sup |f'(s)|. On a alors par croissance de l'intégrale
s€la;b]

M@+ 50+ [ 17 @a< @]+ 1@+ [ Vae=17@)+ 101+ 6 o



