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Correction Printemps 05
Equations différentielles - Intégration

Solution de ’exercice 1

Vz €]0; +oof, xy'(z) — (2:02 — 1) y(z) =z (E)
Commengons par écrire ’équation « résolue » en y'. Sur |0; +00, on a
(E]) & Vz €]0; +ool, ¢'(z) — <2x - i) ylx) =1 car = # 0.
Considérons I’équation homogene associée :
Vo clostocl, y'(o) — (20— ) y(e) =0, (Fo)

La fonction z + 2z — 1 est continue sur R (intervalle de R) et admet donc DES primitives sur R%. De
plus la fonction z + 22 — In(x) est UNE primitive de z +— 2z — % sur R% . Par conséquent I'ensemble .
des solutions de (Ey|) est donné par

R* R
y():{y: ; 06127111(3”) |CER}

RY — R
=S y: 2 |[CeRG.
r — (OC%

T

USRI

Appliquons maintenant la méthode de variation de la constante. Soit z € .# (R%,R) et posons pour tout
z2
r € Ry, yo(zr) = - et y(x) = 2(x)yo(x). Puisque la fonction yo est dérivable sur R* et ne s’annule pas sur
R% , on en déduit que y est dérivable si et seulement si z est dérivable et dans ce cas,
Vz eRY, y(z) =2 (2)yo(x) + 2(x)yo ().
Par conséquent,

(E) & Vz e RY,  2/(z)yo(x) + z(x)yy(z) — (233 — i) z(x)yo(z) =1

& VeeRy J@u) + @) (she) - (20 ) wlo) =1

=0 car yo € S

= Ve e RY, 2'(z)yo(x) =

2

& Ve e RY, 2(z)=uze

On reconnait une fonction du type ' e* avec v : & — —x2. Donc une primitive de 2’ sur R* est donnée par

6_12

x — —=5—. Par suite,
2
) & 3CeR VzeR:, z(:c):—62 +C
e e 1 e*”
& JC e R, Vz e R, y(x) = z(z)yo(z) = (— 5 +C>x:2x+cx'

Conclusion, en notant .¥ ’ensemble des solutions de , et yp : v — 5—;, on obtient un espace affine de
dimension 1 (un espace vectoriel translaté d’une solution particuliére)

R* — R
S =1y N , 2 | CeR Y =y,+ Vect (yo) .
r = o+ O
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Solution de I’exercice 2 Soit x € R. La fonction exponentielle est € sur R et pour tout t € R et tout
keN,

exp® (t) = exp(2).

Soit n € N. La fonction exponentielle étant donc notamment €+ sur [0;2] (ou [x;0]) par l'inégalité de
Taylor-Lagrange,

n (k) 0 n+1
o Z exp ' ( ):Ek < sup exp(”“)(t)’ \CL‘| '
=0 k! te[0;x] (7’L + 1)
Ainsi,
n eo . ; |w’n+1
e’ — —2"| < sup |e
];) k! te(0;z] ‘ (TL + 1)'

Posons My = sup;¢(g.,] |et|. Par croissance de la fonction exponentielle on peut noter que

1siz<O0
M, = )
e’ six >0

Le réel M, dépend donc de x mais pas de n. On a alors,

n k n+1
x ||
X
e’ — E — | < My—
= k! (n+1)!
. L |z - P )
Or par croissance comparée, (nFD —+> 0 (y compris si || > 1). Donc par le théoreme d’encadrement,
T n—+00
n_k
x
lim |e* — g — 1 =0.
n—+o00 = k!

. z" ,
Autrement dit, Z — converge| et sa somme totale est donnée par
neN




