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Correction du Devoir Maison 8
Séries, espaces vectoriels, dimension

Du jeudi 28 mars

Probléme I - Séries

On pose pour tout n € N*
1
H”:Z% et Yo = Hy —In(n).

Partie 1 : Alors I’Harmonie s’étendra jusqu’a l’infini

1. Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

Y1 — Vo = Hpy1 —In(n+1) — (H, —In(n))

n+11 n+11
:;%—ln(n+l)—2%+ln(n)
=1 k=1

1 (n—i—l)
= —1In
n+1 n
1 1 1
:—71—111 1+—.
1

Or on sait que In (1 + u) Zou—%2+o(u2) et 01—u+0(u).Doncenposantu:ﬁ — 0,
u—r U

n—-4o0o
on a les égalités asymptotiques suivantes :

men (1740 () - (G- g ()
Tt =, S n U T T\ T\ T e T

1 1+<1> 1+1+<1)
n—toon  n2 o\ 2 n  2n2 © n2

Conclusion,
1
2. On observe les points suivants :
e Par la question précédente, vp11 —Yn ~ —2%.
n——+o0 n

e Pour tout n € N*, —# < 0.

- 1 - . 5 _
o La série ), oy« 7 converge en tant que série de Riemann d’exposant o =2 > 1.

Conclusion, par le théoréme des équivalents des séries a termes positifs,

la série Z (Yn+1 — Yn) converge.
neN*

17
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3. La série Z (Yn+1 — Yn) est une série télescopique donc pour tout n € N*,
neN*

n
Z Vht1 = Vk) = Yntl — N = Yotr1 — Hi +In (1) = 401 — 1.

n
Par la question précédente, la suite des sommes partielles, (Z (Vi1 — 'yk)) converge et par
k=1 neN*
+oo
définition sa limite est Z (Yk+1 — V&) On en déduit donc que
k=1

(Yn)pen+ converge.

De plus
+oo
y= lim 7, = kzl (Ve1 — ) + 1.
4. Par définition de y,ona vy, = ~v+o(1)ie.
n——400

H, —1In(n) he YO (1)
ou encore

H, T In(n) +v+o(1).

Partie 2 : Quand le discret pour continuer sur ’ordre suivant se fait discréetement aider

par le continu

On pose pour tout n € N*,

w= o (D) et =Zn3 =Y (G-u(BH).

n n =1

5. Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes

sn:i@_m("’“)) zij; i <k+1>:Hn—zn:(ln(k+1)—ln(k)).

k=1 k=1
On reconnait alors dans la seconde somme, une somme télescopique. Donc
S = Hy — (In (n+ 1) — In(1))..

Conclusion,

‘VnEN*, Sn:Hn—ln(n—kl).‘

6. De la question précédente, on en déduit que pour tout n € N*,
1

1 1
Sn:Hn—ln(n)—ln<1+—>:Hn—ln(n)—*zvn—*-
n n n

Donc d’apres la question [3.] on obtient par définition de -,
lim S, =~v—-0.

n——+00

Autrement dit, Z Uy, | converge et de plus
neN*
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7. On pose pour tout x € R*, f(z) = % —In (%rl) La fonction f est définie et dérivable sur R% et pour
tout x € RY,

1=l dlz—az-1 11

/ [ i — _—— = —— = — — .
(@) 2 fﬂxil x2+x2x+1 2 41 2x+1

En particulier pour tout > 0, f/(x) < 0 et donc f est strictement décroissante sur R . Or on a

1 1+ zn(x)
Vo >0, f(:c)—;—ln(x—i-l)—l—ln(x)_T—l (1—1—35)1:0;3—#00
>0 >0
et de plus
1
Vo >0, f(x)-—ln(l—l—x)xjooo
Conclusion,
x 0 +00
400
f \
0
. Soit (a,b) €]0; +oc[%. On a
b b1 t+1
/ f(t)dt:/ ~—In <L> dt
a a t t
b1
:/ =t 1)+ In(t)dt
b
= [In (t) 4 tIn(t) — )1=> — / In (t 4 1) dt.
Par le changement de variable s = ¢ + 1, on obtient
b b+1
/ F(t)dt = (b—l—l)ln(b)—b—(a+1)ln(a)+a—/ In (s) dt
a a+1
=(b+1)In®d) —b—(a+1)In(a) +a— [sln(s) —s]*=0]

=0b+1)Inb)—b—(a+1)In(a)+a—(b+1)In(b+1)+b+1
+(a+1)n(a+1)—a—1.

Conclusion,

/;f(t)dt:(bﬂ)ln(bjl) —(a—i—l)ln(ail>.

. Soient n € N* et N > N. La fonction f est strictement décroissante sur R* d’apres la question

N N

donc sur [n; N 4+ 1]. Or Z up = Z f (k). Donc par le théoréme de comparaison série-intégrale
k=n+1 k=n+1

(un dessin!),

N N
> My, ZJ o de
)

L=wh
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N+1 N N

[ rmar< Y ws [
n+1 k=n-+1 n

Donc a l'aide du calcul de la question précédente en prenant d'une part a =n+1et b= N +1 et

d’autre part « = n et b = N, on obtient que, pour tout N > n,

N+1
N +2

n+1 ol N n
B R
n+2> k—Zn;HUk WD\ )~ (o

(N+2)ln< )—(n—l—?)ln(

On note pour tout n € N*, R,, le reste d’ordre n de la série Z U,
n=>1

+oo N
10. Par définition, R, = Z up = lim Z ug. Posons pour tout N € N* ay = (N +1)In (NLH)

k=n-+1 N=eo S
On a
VN e N ay=(N+1)ln 1
y N — 1+%
—(N—i—l)ln(l—l—i-o(l))
B N N
1 1
= (o)
=—-140(1).
Donc,
ﬁﬂw“”‘”(N+1>=¢%;W2‘l
« N+1
Jim (V2 (F) = i eva = -1

Donc par passage a la limite quand N — +oo dans l'inégalité obtenue a la question précédente, on
obtient que pour tout n € N*,
1)
n+1/"

n—+1
n-+ 2

—1—(n+2)ln< ><Rn<—1—(n+1)ln(

Conclusion,

2 1
Vn € N, (n+2)ln(n+1> —1<Rn<(n+1)ln(n+ )—1.

n + n

11. Posons pour tout n € N* b, = (n+1)In ("T‘H) — 1. On a les égalités asymptotiques suivantes :

b, = (n+1)ln<1—|—1>—1
n

= o (g o))
e MU T o)) -
1 1 1 1
ot o) deell)
n—+00 2n n n n
o)
frnd 7—1—0*
n—-+oo 2n n

1

~ .
n—+oo 2n

A/i7
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De plus, on en déduit également que

1 1

b ~ —_— ~ —_
"t 2(n+ 1) no+oc 2n

Donc

1
b ~ b ~  —.
ntl n—too " n—too 2n

Or par la question précédente, Vn € N*| b,11 < R, < b,. Donc par le théoreme d’encadrement des
équivalents,

1

n ~ a5
n—-+oo 2n

. Par propriété du reste d’une série convergente, on a pour tout n € N*
+00 n
R Y u- Y
k=1 k=1
Donc d’apres la question [6.] et la définition de S,,, pour tout n € N*,

R, =v— 5;.

Donc par la question [5.,
R,=~v—H,+In(n+1).

Donc par la question précédente,
H,=In(n+1)+v—-R,

1 1 1
= ln(n)+ln<1+—>+7——+o(—>
n 2n n

n—-+o0o

1()+1+ (1)+ 1+<1)
= 1 — — - — o\ — ).
n—400 " n ¢ n 7 2n n

Conclusion,

1 1
H, = ln(n)—i—fy—i—n—i—o().

n—+00 2 n
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Probleme II - Espaces vectoriels et dimension

Pour tout n € N*| on considere I’ensemble
bn={Me.ty(R)| MM = MM},

Partie 1 : L’identité d’une diagonale est d’étre symétrique

1. On observe les points suivants :

o Zn(R) C A, (R) par définition.
e Si M =0,,alors M =0, = M. Donc 0,, € .#, (R).
e Soit (A, p) € RZ et (M, N) € .7, (R)?. Posons T' = A M +uN. Alors par linéarité de la transposée,

TT =AM + uN)T = AXMT + uNT = XM + uN car M €., (R) et N €.%, (R).
Donc TT = T et ainsi T € ., (R). Donc .#, (R) est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion, .7, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R) et donc

‘5”” (R) est un espace vectoriel. ‘

On admet de méme que 7, (R) est un espace vectoriel.
2. On a
o Soit D = (dij),; j<, € Zn (R). Alors pour tout (i, j) € [1;n]2, @ # 7,
dj; =0 =d;;.
Donc D € .7, (R). Donc Z,, (R) C .7, (R).

e Si D =0, alors D est bien diagonale. Donc 0,, € Z,, (R).

o Soit (\, 1) €ER?% A= (i) 1< j<n € Dn (R) et B = (bij)1; j<p € Dn (R). Posons C = AA+puB =
(Cij)léi,jén' Pour tout (4,5) € [1;n]?, i # j,

cij:Aaij—i—,ubij:)\x()+uxO:0.

Donc C € Z,, (R). Donc Z,, (R) est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

‘.@n (R) est un sous-espace vectoriel de .7, (R). ‘

Partie 2 : Les antisymétriques ripostent et proposent une coalition

On suppose dans toute cette partie que n = 2.

3. (a) On a les égalités suivantes :

Sy (R) = {(Z b) € M (R)

c

(900

(a,b,c) € RS}
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Posons %, = (<(1) 8) , <(1] é) , (8 ?)) Par ce qui précede, %; est une famille génératrice de

> (R). Montrons que % est libre. Soit (a,b,c) € R? tel que

10 0 1 00
“(0 0)“’(1 0)“(0 1)‘02'
Alors,

b L . :
(Z c) =02 = a=b=c=0 par unicité des coefficients d’une matrice.

Donc % est libre. Or % est génératrice de .5 (R). Conclusion,

‘%’1 est une base de . (R) ‘

et ainsi,

|dim (% (R)) = Card (%)) = 3.|

De méme, on a

%(R):{(_Ob S)GJ/ZQ(R)‘I)ER}

() 2)

0 1)) Par ce qui précede, % est une famille génératrice de % (R). De plus

Posons %y = <<
2 -1 0
Py est constituée d’une seule matrice non nulle donc %5 est libre. Conclusion,

‘%’2 est une base de o7 (R) ‘

et <% (R) est une droite vectorielle :

|dim (% (R)) = Card (%) = 1.|

Enfin,

%(R):{(S 2)e//12(R) (a7d)ER2}
=veet (5 o) (5 1))

Posons %5 = ((é 8) ) (8 (1)>> Par ce qui précede, #3 est une famille génératrice de Z» (R).

De plus %3 est constituée de deux matrices non colinéaires donc %3 est libre. Conclusion,

‘%3 est une base de 7 (R) ‘

et

|dim (%5 (R)) = Card (%3) = 2. |
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4. Appliquons le théoreme de la base adaptée. On sait que % est une base de . (R) et que %y est une
base de <% (R). Posons

a= = (5 o) o) 1)-(5 o))

Montrons que £ est une base de .#5 (R). Méthode 1. Calculons le rang de Z. Les opérations élémen-
taires ne modifient pas le rang. Ainsi,

w@) (o o) (o) (0 1) (D) e
(o 0):6 o) )G o) eee-a
=25 o) (6 o) o)1) @ea

On reconnait la base canonique. Donc rg (#) = 4. Ainsi, rg (%) = Card (%) donc & est libre. De
plus, rg (%) = dim (A5 (R)) donc A est génératrice dans .45 (R). Donc & est une base de .#5 (R).

Méthode 2. Montrons que % est libre. Soit (a, b, ¢, d) € R* tel que

10 01 00 0 1
“(0 0>+b<1 0)”(0 1>+d(—1 0)_02'

Alors,
a:O a:o
a b—i—d) b+d=0 b+d=0
=0y = = Ls < L3 — Lo.
(b—d c 2 b—d=0 —2d =0 e
c=0 c=0
Dot a =b=c¢=d=0.Donc Z est libre. Or Card (#) = 4 = dim (.#2 (R)). Donc Z est une base
de 5 (R).
Ainsi,

o %) est une base de .3 (R),
o P est une base de o (R),
o B = (%1, %B>) est une base de 4> (R).

Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

‘les espaces .73 (R) et .o (R) sont supplémentaires dans .45 (R). ‘

5. On peut utiliser la base adaptée en montrant que %o U HB3 était libre. Procédons ici par 'intersection.

Soit M = <z Z) € > (R). On a les équivalences suivantes :
M e 25 (R
Me 2, (R)Nah(R) = 2 (R)
M € o (R)

T30

=

S
I
S
I

8/
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Donc %, (R) N o (R) = {02}. Conclusion,

‘ P> (R) et o (R) sont en somme directe. ‘

Cependant, par ce qui précéde, on note que dim (% (R)) + dim (@A (R)) = 2+ 1 = 3 # 4 =

dim (.5 (R)).
Conclusion,
’ P (R) et o (R) ne sont pas supplémentaires dans .#5 (R). ‘
« La dimension, c’est béton. »
On pose

" {(a b> 3a—2b—20—3d=0}
i (R)_{(c d E%Z(R)‘ da+3b+3c—4d=0 -

On admet que %" (R) est un sous-espace vectoriel de ./ (R).

6. Soit (a,b,c,d) € R% On a les équivalences suivantes :

3a—2b—2c—-3d=0 a+5b+5c—d=0
<~ L1<—L2—L1
4a+3b+3c—4d =0 4a+3b+3c—4d =0
50+5¢c—d=0
<~ @t +oc Lo+ Lo —4I4
—17b —17¢ =0
@ {
@ {

Donc

- (a,b)€R2}
=veer (5 1) (5 o))

Posons %, = <<(1) (1)) , (_01 é)) Les deux matrices de %, étant non colinéaires, la famille %, est

libre. Par ce qui précéde elle engendre aussi <7 (R). Conclusion,

= {(5 ) eam

%, est une base de 7, (R).

(1)) sont deux matrices non nulles et forment donc une base de Vect (I2) et o7 (R)

respectivement. Donc par le théoréeme de la base adaptée, on en déduit que

De plus I et <_O

dy (R) = Vect (I2) @ o (R).
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7. (a) Soit M = <Z Z) € > (R). On a les équivalences suivantes :

M e & & MTM = MMT

G -G a6 )

o <a2+02 ab+cd>_<a2+b2 ac+bd>
ab+cd VP+d?>)  \ac+bd +d?
ab+ cd = ac + bd

=
ab+ cd = ac + bd
b2 + d% = 2 + 2
=

& ab+ cd = ac + bd
b2 =c?

Premier cas, b = ¢, alors ab + ¢d = ac + bd et donc M € &.

Second cas, b = —c, alors

M e & & —ac+cd=ac—cd & 0O=ac—cd=c(a—d).
Sic =0, alors b = —c = 0 et on retrouve le premier cas. Si ¢ # 0, alors a —d = 0 i.e. a = d.
Conclusion,

’MEéDQ & (b=¢) oOU (b:—ceta:d).‘

(b) D’apres la question précédente, on a

&:{(‘CL Z)G/[g(R)‘sz}U{(Z Z)E.//Q(R)}b:—ceta:d}

A Newm|@roertu{(® D emnm|wner].
Conclusion, & = % (R) U (R).
8. On pose

0 1 0 —1
A_(1 0> et B_(1 0)'

(a) Posons C =A+ B.Ona(C = ((2) 8) donc

=50 o) =0 o)
cor- (5 (5 - ()
C=A+B¢& |

(b) Ona A € % (R) et par la question S5 (R) C &. Donc A € &. De méme, B € o/, (R) C &.
Or A+ B ¢ &. Donc & n’est pas stable par somme. Conclusion,

D’autre part,

Donc CTC # CCT et donc

’(5"2 n’est pas un espace vectoriel. ‘

10/17,
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Partie 3 : Pour qui sont ces S qui commutent sur nos tétes ?

On suppose dans toute cette partie que n = 3 et on pose

0 10
S=10 01
-1 00
9. On a
0 10 0 10 0 0 1
82001><001100
-1 00 -1 00 0 -1 0
Puis,
0 10 0 0 1 -1 0 0
S3=8%xS=10 0 1)(1 0 0o)l=l0 -1 0 |=-I
-1 00 0 -1 0 0 0 -1
Conclusion,
0 0 1
S2=(-1 0 0 et SP=—1I3
0 -1 0

10. On pose & = (Ig,S, 52,53,54,55,56).

(a) Par la question précédente, ona S* = S3x S = —I3x S = —9, puis $° = —S? et S = —93 = I3.
Donc, les matrices S3, §4, S°, S8, sont colinéaires & I3, S, S? et I3 respectivement. Donc

rg (F) =rg (I3, 5, SQ) )
Posons .#' = (Ig, S, 5’2). Montrons que .%#’ est libre. Soient (Mg, A1, A2) € R? tel que
Mol + A1 S+ X2 S? =03.

Alors
M 0 O 0 A O 0 0 Ao Ao A1 A9
O3=1 0 X O |+ 0 0 A |+ —X 0 O ]l=1-X X M\
0 0 X - 0 O 0 —X 0 -1 — X Ao

Donc par unicité des coefficients d’une matrice, on en déduit que A\g = Ay = A2 = Or. Donc %’
est libre. Donc
rg (35') = Card (35') =3.

Conclusion,
rg (F) =3.

(b) Puisque rg (%) =3 #5 = Card (%), on en déduit que .# n’est pas libre. Puisque rg (%) =3 #
9 = dim (.#> (R)), on en déduit que .# n’est pas génératrice dans .#> (R). Conclusion,

‘9’ n’est ni libre ni génératrice dans .#3 (R). ‘

11. On pose F' = Vect (.). Puisque S3, S, S°, S sont colinéaires a I3, S, S? et I3 respectivement, on
en déduit que
F = Vect (I3, 8, 5%) .

Toujours avec la notation .#' = (I 9, S2), on a donc %’ génératrice dans F. De plus, nous avons vu
dans la question précédente que .#’ est libre donc

F' = (13, S, 52) est une base de F

et donc

dim (F) = Card (F') = 3.

11/17
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12. Soient (A, B) € F2. Puisque F = Vect (I3,S, 52). il existe (Mg, A1, A2) € R? et (uo, p1, po) € R3 tels
que
A=X I3+ M S+XS* et B=puols+ 1S+ p25?

Alors,

AB = (Mo I3+ M1 S+ A S%) (nols + 1S + 1125%)
= Ao pols + Xo 1S + Ao p2S? + A1 poS + A1 1 S? 4 Ap p2S® 4+ Ao p0S? + Ao 1S + Ao po S
= Xo o3 + Ao 1S + Ao 11257 + A1 poS + A1 p11S% — Ay pals 4+ Ao p10S? — Ao pr I3 — Aa paS
= (Ao po — A1 g2 — Aa 1 d3) Is 4+ (Ao pi1 + A fio — A2 i2) S + (Mo p2 + A1 pa + A o) S?

=70 :/; =72
=0l + 715 +725% € Vect (I3, 5, 5%)

Donc AB € F. Conclusion,

‘F est stable par produit.

-1
0 = —52. Donc
0

ST =-82x8=-83=1I; e SST=-983=1;.

O = O
= O O

13. On observe que S7 = (

Donc 878 = SST et S € &. De plus, (52)T = (ST)2 = (—5’2)2 = 8% = —S. Donc
(2)782=—-55= - =1 et S§(?) =-S* =1

Donc (52)T52 = 52 (SQ)T et S? € &. Conclusion,

S € & et S? € &.

14. On note
C(S)={Mea#R)|SM=MS}.
(a) On observe les points suivants :
o C(S) C A5 (R) par définition.
e Si M =03, alors SM =03 = MS. Donc 03 € C(S).
o Soient (M, N) € C(S)? et (\, 1) € R Posons T'= A\ M + uN. Alors,

ST = S(AM + uN) = \SM + uSN
=AMS+uNS car M € C(S) et N € C(5)
=(AM+uN)S
=TS.

Donc T € C(S) et C(S) est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion, C(S) est un sous-espace vectoriel de .#3 (R) et donc

’C (S) est un espace vectoriel. ‘

(b) On a I3S = S = SI3. Donc I3 € C(S). Puis, SS = 52 = S5 donc S € C(S). Enfin, 525 = §3 =
552 Donc §% € C(S). Donc ' = (I3, 5,5?) est une famille de C(S). Or C(S) est un espace
vectoriel donc Vect (F') C C(S). Par la question [11.| Vect (#') = F. Conclusion,

FCes).

12/]17
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ap az as
(c) Soit M = | as as ag | € #3(R). On a les équivalences suivantes :
ar asg ag

Mec(S) <«  MS=SM

a]; ag asg 0 1 0 0 1 0 ay ag as
= a4 as ag 0 0 1]= 0 0 1 a4 a5 ag
a7 ag ag -1 0 0 -1 0 O a7 ag ag
—asz ap az a4 as a6
= —ag a4 as | = ay as ag
—ag9 ary as —ap —a2 —as
,
a4y = —as
as = ay
ag = a2
-
a7 = —ag = —a9
ag = a4 = —ag
ag = as = ax

a az  ag
<~ M = —as al ao
—az —a3z ai

= M =ai1l3+ asS + a352

Ainsi, M € Vect (Ig,S, SQ) = F. Donc

‘MEC(S) = MeF.‘

Ceci étant vrai pour M € C(S) quelconque, on en déduit que C(S) C F. Or par la question
précédente, on a F' C C(S). Conclusion,

C(S) = F.

Partie 4 : Vers l’infini et au-dela!

On se place dans F = .% (R, R) et pour tout fonction f € F, on note

ff:R>R
x = f(—x)

On considere les ensembles suivants :
« E={feE|ffof=fofl}
« = { fekr ’ fr= f} I’ensemble des fonctions paires.
o of = { fekrE | ff=—f } I’ensemble des fonctions impaires.
o 7 = Vect (1d).
o H={feE|f(1)=0}
15. Montrons que ¢ est un sous-espace vectoriel de E.

e Par définition, 57 C E.

13 /17,
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16.

17.

e Si f =0g est la fonction nulle, alors pour tout z € R, f(x) = 0 et en particulier f(1) = 0. Donc
O € 7.

o Soit (A, ) € R% et (f,g) € s2. Posons h = A f + pug. Puisque f(1) =0 et g(1) =0 car f €
et g €, on a
h(1) = A f(1) + pg(1) = A %0 + 11 0 = Og.

Donc h € J et S est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion, 57 est un sous-espace vectoriel de E et donc

F¢ est un espace vectoriel.

On admet dans la suite que ., & et & le sont également.

Pas de dimension finie! Pas de base! Nous revenons donc a la définition.

Analyse/unicité. Soit f € A + 2 alors il existe g € A et h € P telles que f = g + h. Puisque
h € 2 = Vect (Id), alors il existe A € R tel que h = AId. Donc

f=g+AId ie. Vz € R, f(z) =g(x) + Az.

En particulier

Or g € 5, donc ¢g(1) = 0. Donc
A= f(1) et g=f—-Ald=f— f(1Id.

Donc h = f(1)Id et g = f — f(1)Id sont entierement déterminées de fagon unique par f. Donc lorsque
la décomposition existe, elle est unique. Ainsi .77 et 2 sont en somme directe.

Synthése/Existence. Soit f € E. Posons g = f — f(1)Id et h = f(1)Id. Alors
e g+h=f—f(1)Id+ f(1)Id = f.
e h= f(1)Id € Vect (Id) = 2.
+ (1) = f(1) — F(DI(1) = £(1) ~ f(1) = 0. Donc g € .

Donc f e #+ 2. Dou E C I+ P. Or A et & sont des sous-espaces de F donc 5 + P C E et
ainsi £+ 9 = E.

Conclusion, les espaces S et & sont supplémentaires dans F :

Montrons que .¥ N 2 = {0g}. Soit f € S NP. Alors f € Z et donc il existe A € R tel que f = A1d.
D’autre part, f € . et donc fT = f i.e.

Vz € R, f(=z) = f(z).

Donc
Vz € R, -z =)z

Notamment pour z = 1, on a
—A=A & A = Og.

Donc f =0g et donc . N2 C {0g}. Or les ensembles . et & sont des sous-espaces vectoriels de E
donc {Og} C . N 2. Ainsi ¥ N 2 = {0g}. Conclusion,

‘5” et Z sont en somme directe.‘
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Onpose &~ =d NH et ST =7 9.

18. (a) Soit f € E. Posons

2 2
Calculons,
—a) — Ty _ T
ek, gen = ICDZITED) SO0
_ S - f@)  f) - ON
2 2
3 [f(x) —f(==) f(Q)- fT(l)x]
2 2
_ [f(w) — M=) f) - fT(l)x]
2 2
= —g(x).

Par conséquent, g est impaire : g7 = —g. Donc g € 7. De plus,

_ £T _£T
oty = FO=F1C 011

Donc g € 5. Conclusion,

ng;F—ﬂU;FmMGMD%:dT

Id, puis

(b) Avec les notations de la question précédente, pour f € E, posons g = f_QfT - f(1)—2fT(1)
h=f—g. Alors

e g€ o/~ d’aprés la question précédente.

o D’autre part,

S L il LT B UES O™

h=f-9=7~ 2 2 2

Posons h; = # et hg = wld. Alors,
e h=~hi+ hs.

o hgy € Vect (Id) = 2.
e Pour tout = € R,

—T T*l’ Tl‘ X
RS (CURY I B O K G Y

Donc th = hy i.e. by € 7.
Ainsihe Y+ 9 =",
Par ces différents points, on en déduit bien que
_ - +
f= g + h edgd +77.
co—- €T

Or f étant quelconque dans E, on en déduit que £ C &/~ + .. Or &/~ et .T sont des
sous-espaces vectoriels de F, donc &/~ + .+ C E. Conclusion,

E—a +.77
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(c) Montrons maintenant que la somme est directe. Soit f € @~ N.#*. Alors f € . + 2 implique

qu’il existe (g,h) € ¥ x Z tel que f = g+ h. Par suite, h € Z donc il existe A € R tel que
h = Ald. Ainsi
f=g+AId.

De plus f € &/~ C & et donc
ff=-f & VazeR,  f(-z)=—f(a).
Ainsi pour tout x € R,
g(=z) = Az =—g(x) Az & g(-z)=—g(2)
Or g € . donc on a aussi pour tout = € R, g(—x) = g(z). Par conséquent,
VeeR, g(x)=-g(x) &  g@) =0

Donc g = Op et ainsi f = AId € 2. Cependant, n’oublions pas non plus que f € &/~ C
et donc f € 2 N . Donc d’apres la question f = 0g. Ainsi, on a &/~ N C {0g}.
Réciproquement {Op} C &/~ N .7 car les ensembles sont des sous-espaces vectoriels. Ainsi,

ﬂfﬁer:{OE}.

Or nous avions par la question précédente £ = &/~ + .. Conclusion, les espaces &~ et ./
sont supplémentaires dans E :

E—o et

On admet/rappelle que &7 @ . = E (voir le chapitre 1, exemple 29, question 2)

19. Soit f € o7, alors fT = —f i.e. Vo € R, f(—x) = —f(x). Donc pour tout = € R,

20.

) R—R T
Soit fo : . Alors fg
e

flof@) = f1(f(@) = f(~f(2)) = fF (f(=2)) = [ (fT(2)) = fo [ (2).

Donc fTof=foflet fe&. Ainsi

o C&.

De méme si f € .7, alors f7 = f. Donc

flof=fof=fof".

Donc f € &. Ainsi

S C&.

Conclusion,

o) Cé.

R—R
: _,- Donc
Trre

T

Vz € R, fEofolx) = fE(e®) =e .

D’autre part,

Ve eR,  foofg(x)=fo(e™")=¢

En particulier,

£ o fo(0) =et #£e' = foo f7(0).
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21. On en déduit de la question précédente que & # E. Procédons par I’absurde. Supposons que & soit un
espace vectoriel. Soit f € E. D’apres le rappel, o . = F donc f € o/ @ .7 et il existe un (unique)
couple (g,h) € o/ x . tel que f = g+ h. Or par la question précédente, o7 C & et .¥/ C &, donc
g € & et he&. Ainsi, si & est un espace vectoriel, alors il est stable par addition, donc f = g+h € &.
D’ou, E C &. Or par la question précédente, fo € E et fy ¢ &. Contradiction. Conclusion,

‘5 n’est pas un espace vectoriel. ‘
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