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Probléme 1 - Applications linéaires

Soient E un R-espace vectoriel et f € Z (E).
L’objectif de ce probleme est de déterminer les racines carrées de f i.e. de trouver les endomor-
phismes g de E tels que ¢g> = go g = f.

Partie 1 : Généralités

Soit E un espace vectoriel, f € £ (F) et g € Z (F) une racine carrée de f : g> = gog = f.

1.

AR A ol

Quelles sont les racines carrées de Idg ?
Montrer que Ker (g) C Ker (f).

Montrer que Im (f) C Im (g).

Montrer que f € GL(F) < g € GL(E).
Montrer que f et g commutent : fog=go f.

On suppose dans cette question que E de dimension finie. Montrer que

Ker(g) =Ker(f) <  Im(g)=Im(f).
Montrer que Ker (g) NIm (g) = g (Ker (f)).

Partie 2 : Un exemple dans R?

On fixe dans cette partie £ = R2.
Pour 6 € R et pour tout (x,y) € R?, on pose fy(z,y) = (zcos(#) — ysin (), xsin (6) + y cos (#)).
Soit 0 € R.

8.
9.
10.

11.
12.
13.

14.

Montrer que fy est un endomorphisme de F.
Montrer que fy est un automorphisme de F£.
Soient 0" € R.
(a) Justifier que fy o fy est un automorphisme de E.
(b) Montrer que fypo for = fyio-
Déduire de la question précédente f, .
Déduire également de la question une racine carrée de fy.

Montrer que f, est une symétrie et préciser ses éléments caractéristiques (par rapport a quel
ensemble et parallelement a quel ensemble).

Préciser une racine carrée de f;.
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Partie 3 : Un exemple dans R3.

7 -3 3
On fixe dans cette partie £ = R?® que l'on identifie & .#3; (R). On pose A= | 7 —3 3 | et on
1 -1 1
définit
R - R?
7X o AX
15. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
16. Déterminer I'image de ¢, en préciser une base.
17. Déterminer le rang de .
18. Déterminer un supplémentaire a Im (y).
0
19. Calculer ¢ 1 puis en déduire le noyau de ¢, en préciser une base.
1
20. Im (¢) et Ker (¢) sont-ils supplémentaires dans E 7
Posons ¢, = ¢ —Idgs et ¢, = ¢ —4ldgs.
21. Déterminer une base du noyau de ¢, et une base du noyau de ¢,.
0 1 1
22. Onposee; = [1|,ea=| 1 [, e3=|1| et BB = (eq,es,e3). Montrer que £ est une base de
1 —1 0

23. On pose G = Ker (¢;) + Ker (¢4). Montrer que Ker () et G sont supplémentaires dans E.
24. Calculer ¢ (%).

25. Préciser si ¢ est injective, surjective et/ou bijective.

Soit ¢ un endomorphisme de E tel que 1? = ¢. On admet qu’alors il existe (1, po, pt3) € R? tel que
pour tout i € [1;3], ¥ (e;) = pie;.

26. Déterminer les différentes valeurs possibles pour puy, pa, 3.

27. En déduire que ¢ admet au plus 4 racines carrées.

Partie 4 : Racines carrées de 0

Soient £ un espace vectoriel de dimension n € N* et g € Z (E) tel que g> = O0gp). On note
r=rg(g).
28. Montrer que Im (g) C Ker (g).
29. Montrer que rg(g) < 5.
30. Soit F' un supplémentaire de Ker (g). Justifier que dim (F') = r.
31. Soit Br = (e1,...,e,) une base de F. Montrer que g (%Br) = (g(e1),...,9(e.)) est libre.
32. De quel espace g (Br) est-ce une base? Le démontrer.

33. On suppose que n = 2r. Montrer que (g (e1),...,g(e;),e1,...,e,) est une base de E.

3/
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Partie 5 : Un contre-exemple dans .#; (R)

On pose E = .#5 (R) et on considére 'application suivante :

My (R) — s (R)
F <a b> = <—a+b—c+d —a—b+c+d)
c d 0 —2a +2d

On admet que F' € .Z (E).

34. Déterminer une base du noyau de F'.
35. Déterminer une base de 'image de F'. Vérifier la cohérence des dimensions.

36. Montrer que si #; est une base quelconque de Im (F), alors F' (%) est une famille génératrice

de Tm (F?).
37. Déduire des deux questions précédentes Im (F?).
38. En déduire que F? = 0g(g).

Soient G une racine carrée de F' et A = {k: eN } GF = 02k }
39. Montrer que .4 admet un minimum. On note p = min (A4").
40. Justifier qu'il existe a € F tel que G?~!(a) # 0p.

41. Montrer que (a,G(a),...,GP71(a)) est libre.
On pourra composer par GP~1.
42. En déduire que p < 4 puis que G* = 0g(p).

43. Conclure que F' n'admet aucune racine carrée.

Partie 6 : Un contre-exemple dans R[X]

On pose E = .#5 (R) et on considére 'application suivante :

R[X] — R[X]

D P — P.

On admet que D € .Z (E) et on suppose que T € £ (F) est une racine carrée de D : T? = D.

44. Préciser Ker (D) et sa dimension.

45. Montrer que T' n’est pas injective.

46. En déduire que Ker (T') = Ker (D).

47. Montrer que pour tout n € N*, Ker (1T™) = Ker (7).

48. Conclure a une contradiction.
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[ Probléme 2 - Dénombrement

Pour n € N*, on pose E = [1;n]. On appelle partition ordonnée de E, une famille (A;),.f,,; de
p € [1;n] sous-ensembles de E vérifiant

e V(ij) € [Lip], i # . ona AN A; =0,
° U Az - E,
i€[L;p]
pour laquelle l'ordre d’apparition des A; dans la famille est important (exemple : ({1},{2,3}) et
({2,3},{1}) sont deux partitions ordonnées distinctes).
On note u, le nombre de partitions ordonnées de E et pour tout p € [1;n], u,, le nombre de
partitions ordonnées de E avec exactement p sous-ensembles de E.
1. (a) Montrer que u; = 1.
(b) Sin =2, énumérer les partitions ordonnées de F et vérifier que uy = 3.
(c) Sin =3, énumérer les partitions ordonnées de E et vérifier que ug = 13.
2. Calculer u,,; le nombre de partitions ordonnées de E = [1;n] ayant exactement 1 seul sous-

ensemble de E.

3. Calculer u,, le nombre de partitions ordonnées de E = [1;n] ayant exactement n sous-
ensembles de E.

4. Soit n > 3. Calculer w,, ,_; le nombre de partitions ordonnées de E = [1;n] ayant exactement
n — 1 sous-ensembles de F.

5. Justifier que construire une partition ordonnée avec exactement deux sous-ensembles de E
revient a prendre un élément de & (F) \ {0, E'}.

6. En déduire u, o.
—p+1
n—p+ n

k=1

7. Soit p € [2;n]. Montrer que

On pourra utiliser v, le nombre de partitions ordonnées de E dont le premier sous-ensemble
Ay de la partition de E contient exactement k éléments.

8. Retrouver alors le résultat de la question

9. Déduire de la question [7] que

10. Retrouver alors le résultat de la question |1.c| puis calculer wuy.



