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Corrigé du Devoir Surveillé 7
Applications linéaires et dénombrement

Probleme I - Applications linéaires

Soient E un R-espace vectoriel et f € £ (E).

L’objectif de ce probleme est de déterminer les racines carrées de f i.e. de trouver les endomorphismes g
de E tels que > = gog = f.

Partie 1 : Généralités

Soit E un espace vectoriel, f € £ (E) et g € % (F) une racine carrée de f : g> = gog = f.

1. Soit g € .Z (E) tel que g?> = Idg. Puisque g est par hypothése un endomorphisme, par caractérisation,
on en déduit que g est une symétrie (sur Ker (¢ — Idg) parallélement a Ker (g + Idg)). Conclusion,

‘Les racines carrées de Idg sont les symétries vectorielles de E. ‘

2. Montrons que Ker (¢) C Ker (f). Soit « € Ker (g). Alors g(z) = 0g. Dés lors, en composant a nouveau
par g,
g(g(x)) =9 (0g) & ¢ (z) =g(0g) =0g car g est linéaire.

Donc x € Ker (g2). Ceci étant vrai pour = € Ker (g) quelconque, on conclut que

‘Ker(g) QKer(f).‘

3. Montrons que Im (f) C Im (g). Soit y € Im (f). Alors,
Jre B, y=f(x).

Donc par définition de g, y = f(z) = ¢g*(z) = g(g(z)) € Im(g). Ceci étant vrai pour x € Im (f)
quelconque, on en déduit que

[m (f) C Im(g).|

4. Montrons que f € GL(E) < ¢ € GL(FE). Supposons f € GL(E). Alors nécessairement f est
injective et surjective donc Ker (f) = {Og} et Im (f) = E. Donc par les deux questions précédentes,

{0p} € Ker (g) € Ker (f) ={0g}.

Donc Ker (g) = {0g}. Et,
E=Tn(f) Clm(g) C E.

Donc Im (g) = E. Donc g est injective et surjective. Donc g € GL (F). Ainsi,
feGL(E) = ge GL(E).

Réciproquement, supposons g € GL (E). Par stabilité de GL (F) par composition, on obtient directe-
ment que f = g?> = gog € GL(E). D’ou

g€ GL(F) = feGL(E).

Conclusion,

|/ €GL(E) = geGL(E).|
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5. On a directement :
fog=g’og=g*=gog’=gof.
Conclusion, f et g commutent :
fog=gol.

6. On suppose dans cette question que E de dimension finie. Montrons que Ker(g) = Ker(f) =
Im (g) = Im (f). Supposons Ker (g) = Ker (f). Alors, par le théoréme du rang, car E est de dimension
finie,

dim (Im (f)) = dim (E) — dim (Ker (f))
= dim (F) — dim (Ker (g)) car Ker (g) = Ker (f)
= dim (Im (g)) par le théoreme du rang.

De plus, on a vu & la question [3]
Im (f) € Im (g).
Donc, Im (f) = Im (g). D’on,

Ker(g) = Ker(f) = Im(g) = Im(f).
Réciproquement, supposons Im (g) = Im (f). Alors, & nouveau par le théoréme du rang,

dim (Ker (f)) = dim (E) — dim (Im (f))
= dim (E) — dim (Im (g)) car Im (f) = Im (g)
= dim (Ker (g)) par le théoréeme du rang.

Donc par la question 2]
Ker (f) = Ker (g) .

D’ou, Im (f) = Im (g) = Ker (g) = Ker (f). Conclusion,
[Ker(g) =Ker(f) &  Tm(f)=Im(g).|
7. Montrons que Ker (g) N Im (g) = g (Ker (f)). Soit y € Ker (g) N Im (g). Alors,
{y € Ker (g) N {g(y) =0g

y €Im(g) Jr e E, y=g(x)
= g(9(z)) =0g
= f(z) =0g
= x € Ker (f).

Or y = g(z) donc y € g (Ker (f)). Ainsi,
Ker (9) NIm (g) € g (Ker (f)).

Réciproquement, soit y € g (Ker (f)). Alors, il existe z € Ker(f) tel que y = g(x). Montrons que
y € Ker (g) N Im (g).

e D’une part, on a

9(y) = g (9(x)) = ¢*(x) = f(=) par définition de g
=0g car ¢ € Ker (f).

Donc y € Ker (g).

o D’autre part, on a y = g(x) et donc directement y € Im (g).

D’ot, y € Ker (g) NIm (g) et g (Ker (f)) € Ker (g) NIm (g). Conclusion,

[Ker (9) NTm (g) = g (Ker (f))|
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Partie 2 : Un exemple dans R?
On fixe dans cette partie £ = R?.

Pour # € R et pour tout (z,y) € R2, on pose fy (x,y) = (xcos (0) — ysin () ,zsin (§) + y cos ().
Soit 6 € R.

8. Par définition, fy va bien de R? dans R2. Montrons que f est linéaire. Soient ((z,y), (2,y')) € (R2)2
et (A, 1) € R%. On a les égalités dans R? suivantes :

fo (M@, 9) +p (2 ') = fo (N 4 pa’, Ny + py)

= ((Az+ pa’) cos (0) — (A\y + py') sin (6)
(Az + pa') sin (0) + (Ay + py') cos (9))

= (A(xcos(0) —ysin (0)) + p(xcos (0) — ysin (6)),
A (zsin (0) 4y cos (0)) + p (a"sin (0) + ¢/ cos (0)))

= A(xcos (#) —ysin (0),zsin (0) 4+ ycos (0)) + p (2 cos (§) — ¢ sin (0)
' sin (0) + y' cos (0))

= Xfo(z,y) +pfo (2, 9) .

Donc fy est linéaire. Conclusion,

’ fo est un endomorphisme de F. ‘

9. Montrons que fy est un automorphisme de F. On sait déja que fy est un endomorphisme. Montrons
donc que fj est bijectif. Déterminons le noyau de f. Soit (x,%) € R2. On a les équivalences suivantes :

(:U>y) GKer(fg) A Jo (i[f,y) = Og2
& (zcos (0) —ysin (0) ,xsin () + ycos (8)) = (0,0)
o xcos(f) —ysin(f) =0
xsin () + ycos (0) = 0.
En particulier, en faisant d’une part, cos (6) Ly + sin (6) Lo, on obtient

z cos? (8) — ycos (A) sin (A) + sin? (A) + ysin (f) cos () =0 < = = 0.

—ysin (6) =0
ycos () = 0.
sizx=y=0,o0na (z,y) € Ker(fp). Donc

Donc Donc en faisant — sin (0) L1 + cos (6) Lo, on obtient y = 0. Réciproquement,

Ker (fg) = {0g}.

Par caractérisation, fy est injective. Or I'espace d’arrivée a méme dimension que ’espace de départ
(car fp est un endomorphisme en dimension finie). Conclusion, par caractérisation des isomorphismes
en dimension finie :

‘ fo est un automorphisme de F. ‘

10. Soient 6’ € R.

(a) Par la question précédente, on sait que fp € GL(E) et fy € GL(E). Donc par stabilité par
composition,

‘fgofgzeGL(E).‘
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(b) Soit u = (z,y) € R?. Calculons,

foo fo(u) = fo (xcos( )—ysm(G’ xsm( ) ycos(@’))
= ((xcos (0") — ysin (0")) cos (0) — (wsin (0") + ycos (0")) sin (0)
(zcos (6") — ysin (0')) sin () + (xsin (8') + ycos (8')) cos (9))
= (2 (cos (A) cos (¢") — sin () sin (8")) — y (cos (9) sin (¢") + sin (9) cos (¢'))
a (cos (') sin (0) + sin (") cos (A)) + y (cos (6) cos (8") — sin (9) sin (¢')))
= (:Jccos (9—1—9') — ysin (9+9') , T sin (9+9') + y cos (9+9 ))
= foro (u).

Ceci étant vrai pour tout u € R?, on conclut que

‘fe o fg = f9+9'-‘

11. On a déja vu que fp € GL (E). De plus, par la question précédente avec ' = — 6 on a
foof-o=fo—o=fo et fpofo=Ff-9+0= fo
Or pour tout (z,y) € R?,
fo (z,y) = (zcos(0) — ysin(0), zsin(0) + y cos(0)) = (z,y) .

Donc fo = Idg. Ainsi,
foof-9=J-90fo=1dp.

Conclusion,

Vo eR, fot=1r0

12. Posons g = fg /2. Alors, par la question 8| g € £ (E). De plus, par la question on observe que

9> = for20 fo2=fo2r0/2 = fo-

Conclusion,

g = fo /2 est une racine carrée de fy.

13. Par la question précédente, on a fﬁ = for. On on observe que for = fo = Idg. Donc fg = Idg. De
plus, par la question [8.| f € .Z (F). Conclusion,

‘ fr est une symétrie Vectorielle.‘

De plus, pour tout (x,y) € R?,
fr (2,y) = (x cos (m) — ysin (r) , wsin () + y cos (7)) = (==, —y).
Déterminons ses éléments caractéristiques. Soit u = (x,y) € R% On a

u € Ker (fr —Idg) & fr(x,y) — (z,y) = Ope

& (=z,-y) = (z,9) = (0,0)
& (—2z,—2y) = (0,0)

& r=y=0

& = (0,0).
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Donc Ker (fr — Idg) = {Og2}. De méme,

u € Ker (fr + 1dg) & (=, —y) + (z,y) = (0,0)
& (0,0) = (0,0).

Donc Ker (fr +1dg) = E.
Ce qui est cohérent car Ker(fr + Idg) est supplémentaire a Ker(fr — Idg) = {Og2}. Conclusion,

’ f= est une symétrie par rapport a {Og} parallelement a E. ‘

Autrement dit, f est une symétrie centrale de centre Op2.

14. Par la question fz est une racine carrée de fr. Or pour tout (z,y) € R,

fg (z,y) = (x coS (g) — ysin (g) , T sin (g) + ycos (g)) = (—y,z).

Conclusion, une racine carrée de fr est donnée par

fo R? — R?
£ (H?,y) = (_yax>'

Nous verrons en géométrie du plan que les fg sont les rotations vectorielles d’angle 0.

Partie 3 : Un exemple dans R3.

7T -3 3
On fixe dans cette partie E = R? que l'on identifie & .#31 (R). On pose A= [ 7 —3 3 | et on définit
1 -1 1

R - RS
YoxX o AX.

15. Si X € R® = #5 (R), alors AX existe et AX € R3. Donc ¢ est bien définie sur R?® et est a valeurs
dans R3. Montrons que ¢ est linaire. Soient (\, ) € R? et (X,Y) € (R3)2. On a

CAX+uY)=ANX+uY)
= ANAX + pAY par linéarité de la multiplication matricielle a gauche
=Ap(X)+pue(Y).

Donc ¢ est linéaire. Conclusion,

peZ(E).

1 0 0

16. On sait que ¥ = O, (1],]0 est la base canonique de R3. Donc
0 0 1

Im (¢) = Vect (¢ (7)) .
Or

1 1 7 -3 3 1 7

@ 0 =A(0l=(7 -3 3 0| = |7

0 0 1 -1 1 0 1
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-3 0 3
De méme, ¢ 1 = |-3| et p 0 = |3]|. Donc
0 -1 1 1
7 -3 3
Im () = Vect | (7], -3, 3
1 -1 1
On remarque que Cs = —C3 donc on peut oter Cy :
7 3
Im () = Vect 7,13
1 1

On peut noter que la famille obtenue est libre et retourner cette base la. Simplifions-ld un peu.

Les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré, donc,

1 3
Im () = Vect 11,13 C1+ C; — Oy
—_1— —1—
17 o
= Vect 11],]0 Coy < Cy — 3C1
—_1— —4—
17 [0] 1
= Vect 11,10 Cy +— -y
4
—71— —1—
1 0
= Vect 1,10 Cp < Cy + Cs.
1

La famille %; est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires. De plus % engendre Im ().
Conclusion,

1 0 1 0
Im (¢) = Vect 1,10 et By = 1,10 est une base de Im ().
0 1 0 1

Par la question précédente, on a directement,
dim (Im (¢)) = Card (#r) = 2.

Conclusion,
rg (p) = 2.

Puisque dim (R3) = 3 et rg(¢) = 2, il nous suffit de trouver un espace de dimension 1 comme
supplémentaire. Dans 4, on note qu’il manque un pivot en deuxiéme coordonnée. Posons By =
0
1 et H = Vect (Ap). Par définition, By engendre H et Ay est constitué d’un seul vecteur
0

/o1
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non nul. Donc Ay est libre. Ainsi, By est une base de H. Posons & = (%1, Br). Montrons que A
est libre. Soit (a,b,c) € R3,

1 0 0
a |l +b|0] +c|1| = Ogs.
0 1 0
Alors,
a=20
at+c=0 s a=b=c=0
b=0

Donc £ est libre. De plus Card (%) = 3 = dim (R?). Donc 2 base de R3. Ainsi,

o %1 base de Im (y),
o By base de H,
o B = (B, %) base de R3.

Conclusion, par le théoréeme de la base adaptée,

0
H = Vect | |1 est un supplémentaire de Im (¢).
0
19. On a
0 7T =3 3 0
ol 1] 1=(7 =3 3)|1] = 0ps.
1 1 -1 1 1
0 0
Donc |1| € Ker (¢) et est non nul. Donc B = 1 est une famille libre de Ker (¢). Or par le
1 1

20.

théoreme du rang, car £ = R3 est de dimension finie, et la question on a
dim (Ker (¢)) = dim (R3) —1g(p)=3-2=1

Donc Ker (¢) est une droite vectoriel. Puisque %y est libre dans Ker (¢) et Card (Br) = 1 =
dim (Ker (¢)), on en déduit que ZBk est une base de Ker (¢). Conclusion,

0 0
el |1 = Ogs, Ker (¢) = Vect | |1 et HBr = 1 est une base de Ker (¢).
1 1 1
Par ce qui précede, on a
1 0 0
Im (¢) + Ker (¢) = Vect | |1|, (0], |1
1 1



-
o
e Mathématiques PTSI, DS7 Cor Samedi 06 avril 2024

Or les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré. Donc

1 0
Im (@) + Ker (¢) = Vect [ |1, |0], |1 C3+ C3—Cy

0] |1 0
[1] [0] [0

= Vect 1{,11],1]0 Cs < (5
0] 0] |1]
[1] [0] [O]

=Vect | [0],]|1], |0 Cy+ C—Cy
0] 0] |1]

=R3 car on reconnait la base canonique de R®.

De plus, par le théoreme du rang, car E = R3 est de dimension finie, on a
dim (Im (¢)) + dim (Ker (¢)) = dim (E).

Conclusion,

‘Im (¢) et Ker () sont supplémentaires dans F ‘

Posons ¢; = ¢ —Idgs et ¢, = ¢ —4Idgs.

T
21. Soit X = |y| € R3. On a les équivalences suivantes :
z
X € Ker (¢1) < ¢1 (X) = Os
<~ QO(X)—XZORB
7T -3 3 x x
& 7T -3 3 y|l — |y| = Ops
1 -1 1 z Z
[(Tr — 3y +3z —x
= Tr—3y+32—y| = Ops
| T—y+tz—2
6r —3y+32=0
& Tr—4y+32=0
z—y=20
z—y=0
& Tr—4y+32=0 Ly < Ls
6z —3y+32=0
vy =0 Ly« Ly — 7L
2 ¢ Lo — {1l
& 3y+32=0 Ls « Ly — 6L,
3y+32=0
—y=0
& vy car Lo = L3
3y+32=0
o {x_y
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1
Donc Ker (¢;) = Vect 1 . La famille %, engendre Ker (¢;) et est libre (un seul vecteur non
—1
———
=%
nul). Conclusion,
1
B = 1 est une base de Ker (¢;) .
—1
x
De méme, pour X = |y| € R3, on a les équivalences suivantes :
z

X € Ker (py) & @ (X)—4X = Ops
Tr—3y+ 3z —4x

Tr —3y+ 32 —4y| = Ops
T—y+z—4z
3r—3y+32=0

Tz —Ty+32=0
r—y—3z2=0

r—y—32=0
r—y+2z=0
—4z=0
—4z=0

L2<—L2—7L1
L3<—L3—L1

rT—y+z=0
& Te—Ty+32=0 Ly« -1y

1
Donc Ker (¢y) = Vect | |1 ) La famille %, engendre Ker (p,) et est libre (un seul vecteur non

0
———
=%,
nul). Conclusion,
1
By = 1 est une base de Ker (¢,) .
0 1 1]
22. On pose e = |1|, e = | 1], e3 = |1| et B = (e1,e2,e3). Montrons que A est libre. Soit
1 ~1 0]
(a,b,c) € R3 tel que
0 [ 1 1
a({ll+b| 1| 4+c|l| =0gs.
1 1 0
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Alors

b+C b+C:0

a+b+c| =Ops & a+b+c=0
a—"b a—b=0
b+c=0

= a=0 Lo < Lo — 14

a—b=0

s a=b=c=0.

Donc £ est libre. De plus, Card (#) = 3 = dim (E). Conclusion,

‘%’ est une base de E.

23. On pose G = Ker (¢;) + Ker (¢,). Par les questions précédentes, on observe que

o PBr = (e1) est une base de Ker (¢),

o A1 = (e2) est une base de Ker (¢;),

o Ay = (eq) est une base de Ker (¢,).
Donc G = Vect (e2) + Vect (e3) = Vect (ez, e3). Donc B = (e2,e3) engendre G. De plus Z¢ est libre
en tant que sous-famille de & (qui est libre en tant que base de E par la question précédente). Donc
PBe est une base de G. Ainsi,

o Px = (e1) est une base de Ker (¢),

o B = (e2,e3) est une base de G,

o B = (e1,e9,e3) = (PK,PBg) est une base de E (question précédente).

Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

‘Ker (p) et G sont supplémentaires dans F. ‘

24. On sait que e; € Ker (¢). Donc ¢ (e1) = Ogs.

On sait que ey € Ker (p;) donc ¢, (e2) = O i.e. p(e2) — ez = Op et ainsi ¢ (e2) = e. De méme
e3 € Ker (p,) donc ¢ (e3) = 4eg. Conclusion,

“P (%) - (OE, 62,463) . ‘

On pouvait aussi calculer explicitement chaque image.
25. La famille £ est une base de E et ¢ (%) n’est pas libre (car contient le vecteur nul). Donc ¢ n’est
pas injective. (On pouvait aussi parler du noyau non réduit a {Og}).

Puisque ¢ est un endomorphisme de E et E est de dimension finie, on en déduit par caractérisation
des isomorphismes que ¢ n’est ni surjective ni bijective non plus. Conclusion,

‘go n’est ni injective, ni surjective, ni bijective. ‘

Soit 1 un endomorphisme de E tel que ¥? = ¢. On admet qu’alors il existe (u1, 2, u3) € R? tel que pour
tout i € [1;3], ¥ (e;) = pie;.
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26. Par la question précédente on a % (#) = ¢ (B) = (0, e2, 4e3). Donc

(0p, e2,4e3) = (¥* (e1) , 1% (e2) ,¥* (e3))
= (v (¢ (e1)) v (¢ (e2)) s ¢ (¢ (e3)))
= (¢ (mer) , ¢ (u2e2) , ¥ (p3es))
= (v (e1), potp (e2) , ustp (e3))  car ¢ est linéaire

(,u1617 M2€27 M363)

Donc
pier = 0p p3 = 0g
pies = es & (u%—l) es = 0g car e; # O
pies = des (13 —4) e3 = 0p
p1 =0
& ui=1 car es # O et e3 # O
p3 =4
p =0
= p2 =1 OU pug = —1
p3 =2 OU ug=—2
Ainsi,

\m:O, p2 € {—1;1}, Mge{—2;2}-\

27. Fixons (p1, p2, p3) un triplet de {0g} x {—1;1} x {—2;2}. Alors, ¥ (%) = (0g, poes, puges) est fixée.
Or une application est entierement déterminée par I'image d’une base. Donc pour cette valeur de
(1, p2, p3), Vapplication g est unique et entierement déterminée sur E. Or

Card ({Og} x {—1;1} x {—2;2}) = Card ({0g}) x Card ({—1;1}) x Card ({—2;2}) =1 x 2 x 2 =4.

Donc il y a uniquement 4 valeurs de triplets (1, u2, #3) possibles et donc 4 valeurs possibles de g.
Conclusion,

‘gp admet au plus 4 racines carrées. ‘

Partie 4 : Racine carrée de 0

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et g € £ (E) tel que g = 04 (k). On note 7 = rg (g).
28. Montrons que Im (g) C Ker (g). Soit y € Im (g). Alors, il existe z € E tel que y = g(x). Donc
g(y) =g (g9(z)) = ¢*(z) = 0p car g° = 0. () par hypothese.

Donc y € Ker (g). Ceci étant vrai pour y € Im (g) quelconque, on en conclut que

Im (g) C Ker (g) .|

29. Puisque E est de dimension finie, rg(g) existe, Ker(g) est de dimension finie et par la question

précédente,
rg (g) < dim (Ker (g)) -

Or par le théoreme du rang, car E est de dimension finie,

dim (Ker (9)) = dim (E) —rg(9) =n —1g(g) -
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Do,
n
rg(g) <n—rglg) &  2glghsn & 1l <3
Conclusion,
n
18(9) < 5-

Soit F' un supplémentaire de Ker (g). Comme E est de dimension finie, on sait alors que
dim (F') + dim (Ker (¢)) = dim (E) & dim (F') = dim () — dim (Ker (g)) .
Or par le théoreme du rang, dim (E) — dim (Ker (g)) =rg(g) = r. D’ou
dim (F') = r.
Soit Br = (e1,...,e,) une base de F. Soit (A1,...,Ar) € R" tel que
T
Z )\z‘ g (61) = OE.
i=1
Par linéarité de g,
T
9 (Z Ai ei) = 0Og.
i=1
Donc z = Y71 Aie; € Ker(g). Or z € Vect(ey,...,e). Donc z € F car Br est une base de F.

Donc x € Ker(g) N F. Cependant Ker (g) et F' sont supplémentaires donc en somme directe donc
Ker (g) N F ={0g}. D’ou,

-
r=0g & Z)\ieiZOE-
=1

Or A est libre. Donc A\ = -+ = A\, = Or. Conclusion,

‘9 (Br)=(g9(e1),...,g(er)) est libre. ‘

Montrons que g (%) est une base de Im (g). Pour tout i € [1;7], on a g (e;) € Im (g). Donc g (%r)
est une famille de vecteurs de Im (g). De plus par la question précédente, g (%) est libre. Enfin,

Card (g (%r)) = r =1g(g9) = dim (Im (g)) .

Conclusion,

‘g (AF) est une base de Im (g)‘

On suppose que n = 2r. Par ce qui précede, g (Ar) est une base de Im (g) et Im (g) C Ker (¢g). Donc
g (Ar) est une famille libre de Ker (g). Or par le théoréeme du rang, car E est de dimension finie,

dim (Ker (g)) = dim (F) —rg(g9) =n—r =2r —r =r = Card (¢ (%r)) .

On en déduit alors que g (#r) est une base de Ker(g). Or Hr est une base de F et F est un
supplémentaire de Ker (g) dans E. Conclusion, par le théoréme de la base adaptée,

‘(g(el),...,g(eT),el,...,eT) = (9(%F),PBr) est une base de E‘
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Partie 5 : Un contre-exemple dans .7, (R)

On pose E = .#> (R) et on considére I'application suivante :

Mo (R) — 5 (R)
F <a b) = (—a+b—c+d —a—b+c+d>
c d 0 —2a 4+ 2d

On admet que F € .Z (E).

34. Soit A = (CCL Z) € Mo (R). On a les équivalences suivantes :
A € Ker (F) & F(A) =0,
N ( a+b—c+d —a—b+c+d)_0
—2a + 2d R
—a+b—c+d=0
& —a—b+c+d=0
—2a+2d=0
—a+b—c+d=0 I L1
2 < L2 — L
& —2b+2c=0 Ls < Ly — 2L,
—2b+2c=0
{ at+b—c+d=0
=
b=
@ {
a b 0 1
e A=0 . _“I2+b(1 0)'
Ainsi,
ey~ ves (.0 1))
e = Vect I, (| ) )
—_——

=By

La famille #k engendre donc F et est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires. Conclusion,

Br = <_[2, <(1] é)) est une base de Ker (F').

35. On sait que € = ((1 O) , (0 1) , (0 0> , <0 O)) est la base canonique de .#5 (R) et donc une

0 0 00 10
famille génératrice de cet espace. Ainsi,

im () = e (6 =Veet () 55)- (5 9')+ (3" )6 2))-

On observe que C3 = —Cy et C7 = —C4 donc on peut oter Cy et Cy. Ainsi,

Im (F') = Vect ((é I)l> ’ <(1) ;>) '

/

01

—
=%
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36.

37.

La famille #; engendre Im (F'). De plus, %; est libre car constitué de deux vecteurs non colinéaires.

Conclusion,
1 -1\ (11
P = ((0 0 > ) (0 2)) est une base de Im (F) .

En particulier, dim (Im (F)) = Card (%) = 2. De plus par la question précédente, dim (Ker (F)) =
Card (%K) = 2. Donc

dim (Im (F)) + dim (Ker (F)) =24 2 = 4 = dim (4 (R)) .

‘Ce qui est bien cohérent avec le théoréme du rang‘ qui s’applique ici car .#5 (R) est de dimension
finie.

Soit A une base quelconque de Im (F'). Puisque Im (F') est de dimension 2, Card (%) = 2. Notons
(f1, f2) les deux vecteurs de ;. Montrons que F (#r) engendre Im (FQ) Autrement dit, montrons
que Im (F?) = Vect (F (%r)).

Montrons que Vect (F (%)) C Im (F?). On a F (%;) = (F (f1),F (f2)). Or & est une famille de
Im (F) donc (fi1, f2) € Im (F)?. Donc il existe (21, z2) € E? tel que fi = F (1) et fo = F (x2). Ainsi,

F(%1) = (F(f1),F (f2)) = (F (F (21)), F (F (22))) = (F? (1), F? (22)) -

Donc F (%) est une famille de vecteurs de Im (F?). Or Vect (F (%)) est le plus petit sous-espace
vectoriel contenant F' (%r). Donc

Vect (F (%1)) C Im (F2) .

Réciproquement, soit y € Im (F?). Il existe # € E tel que y = F?(z). On a F(z) € Im (F) et #; base
de Im (F). Donc il existe (A1, A2) tel que F(x) = A\ f1 + A2 f2. Dés lors,

y=F*x)=FM fi+Xafo)=MF(f1)+ X F(fs)  car F est linéaire.

Donc y € Vect (F (#r)) et donc Im (F?) C Vect (F (#r)). D’ott Vect (F (%)) = Im (F?). Conclusion,

si B est une base de Im (F'), alors F' (%) est une famille génératrice de Im (Fz)

Par la question Br = (((1) _01> , ((1) ;)) est une base de Im (F'). Donc par la question précé-

dente,
9 — 1 1)>
Im F Vect< ( > (O 9
B t<( 1-1 —1+1> <—1+1+2 —1—1+2>)
- 0 ’ 0 —24+4
v (3 5) (6 3))
a 0 0 2
= Vect <( >> car Ch1 = —Cy
= Vect (IQ) Cl — 501
Conclusion,

Im (F?) = Vect (I5) .
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38.

Calculons I'image de F3. Soit y € Im (F3) :
JreE, y=F(2)=F(F)).

Or F%(z) € Im (F). Donc par la question précédente, F(z) € Vect (I). Donc il existe A € R tel que
F?(x) = A 5. Puis, par linéarité,

y=F(AL)=\F(I3) =02 car par la question I, € Ker (F).

Donc Im (F?) C {0g}. Réciproquement, {0g} C Im (F?) donc Im (F?) = {0g}. Donc V& € E,
F3(z) € Im (F?) = {0g} et donc F?(z) = 0p. Conclusion,

F? =0gp).

Soient G une racine carrée de F et A = {k eN } Gk = 02(E) }

39.

40.

41.

Par la question précédente, on a
6 2\3 3
G :(G) =F" =0g@p).

Donc 6 € A et A est non vide. De plus, .4 est minorée par 0 par définition. Donc .4 est non vide,
minorée et incluse dans N. Donc

‘JV admet un minimum.

On note p = min (A4).

On note que p # 0 car G = Idg # 0 (g)- Donc p—1 € N. Puisque p—1 < p et p est le minimum de
N, alors p— 1 ¢ A4 autrement dit GP~ # 0 (k) Nécessairement,

Ja € E tel que GP"'(a) # Op.

Montrons que (a, G(a),..., Gp_l(a)) est libre. Soient (Ao, ..., Ap—1) € R? tel que
Xa+MGa)+... 0 1G"(a) =0g.
Alors, en composant par GP~1,
GP M (Na+ A Gla) +... 01 GP Ha)) = G (0p).
Par linéarité de G et donc de GP~!
M GPHa) + M GP(a) + ... \p—1 G (a) = 0.

Or p € A donc G? = 0 ¢(p) puis Grt! = Go0gg) = 02(g). De méme, GPrtl=...=Gg» 1 = 02(E)-
Donc
AOG(G)+OE+~-+OEZOE.

Ou encore Ao G(a) = 0g. Or par la question précédente, G(a) # 0g. Donc A9 = 0. Puis,
MG(a)+ ... 01 GP " Ha) = 0g.
En composant par GP~2, on obtient A\; GP~!(a) + 0g = Op et donc A\; = 0. En itérant, on obtient,
=A== X_1 =0g.

Conclusion,

(a,G(a),..., Gp_l(a)) est libre.
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42. Par la question précédente, (a, G(a),...,GP(a)) est une famille libre de E = .#5 (R). Donc
Card (a,G(a),..., prl(a)) < dim (A (R)) & p < 4.

Sip=4.Alors4=pc A et donc G* = 02(E)-
Si p = 3, alors de méme G = 0#(E). Donc en composant par G, G*'=GoG? = 0o(k)-

De méme si p =2 ou p = 1. Dans tous les cas, G* = 0.4 (p)- Conclusion,

p<4 et G4:O$(E)

43. Par définition, G? = F. Donc F? = G* = 04 (). Or on a vu que Im (F?) = Vect (I2) donc Im (F?) #
{02}. Donc F? # 04(k)- Contradiction. Conclusion,

’F n’admet aucune racine carrée. ‘

Partie 6 : Un contre-exemple dans R[X]

On pose E = .5 (R) et on considere I’application suivante :

R[X] — R[X]
P ~ P.

D :
On admet que D € .Z (E) et on suppose que T € £ (E) est une racine carrée de D : T? = D.
44. Pour P € R[X], on a
PEKGI‘(D) = D(P):OR[X] = P/:OR[X] = PGRQ[X]

Conclusion,

[Ker(D) =Ro[X] et dim (Ker (D)) = 1.|

45. Par la question précédente, D(1) = Og|x]. Autrement dit,

Donc T'(1) € Ker (T)). Premier cas, T(1) # Og|x, alors Ker (T') contient un vecteur non nul (7°(1)) et
donc Ker (T) # {Ogjx] }-

Second cas, T'(1) = Ogx]. Alors 1 € Ker (T) et donc Ker (T) # {Og[x]}.

Dans tous les cas, Ker (T') # {Ogx]} et donc

‘T n’est pas injective. ‘

46. Par la question [2.| Ker (T') C Ker (D). Donc Ker (T') C Ro[X]. Or Ry[X] est de dimension finie. Donc
Ker (T') est de dimension finie et

dim (Ker (T")) < dim (Ro[X]) = 1.

Or par la question précédente, Ker (T') # {Og[x]} donc dim (Ker (T')) > 1. Ainsi, on a dim (Ker (T')) =
1. D’ou

o Ker (T) C Ker (D)
o dim (Ker (7)) = dim (Ker (D))
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Conclusion,

| Ker (T) = Ker (D) = Ro[X]. |

47. Posons pour tout n € N*, Z(n) : « Ker (T™) = Ro[X] ».

48.

Initialisation. Sin = 1, on a par la question précédente, Ker (Tl) = Ro[X]. Donc Z(1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que #(n) = Z(n + 1). Supposons Z(n) vraie et montrons
que Z(n + 1) lest également. Par hypotheése de récurrence, on a Ker (7") = Rg[X]. Montrons que
Ker (T™1) = Ro[X]. Soit P € Ker (T™*1). Alors,

T"(P) = Ogx] & T" (T (P)) = Og(x & T(P) € Ker (T").

Donc par hypothése de récurrence, T(P) € Ro[X] = Ker (T). Donc T (T(P)) = Og[x] i.e. T?(P) =
Or[x]- Donc P € Ker (T?) = Ker (D) = Rg[X]. Ainsi, Ker (") C Ro[X]. Réciproquement, si
P € Ro[X], alors par la question précédente, P € Ker (T') et donc T'(P) = Og[x]. Donc en composant
par T%, T"TY(P) = T (OR[X]) = Og|x] car T est linéaire. Donc P € Ker (T"+1). D’ou Ry[X] C
Ker (T™*1). Finalement,

Ker (T"") = Ro[X]

et Z(n+ 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N*| &(n) est vraie :

(¥n €N, Ker(T") = Ker (T) = Ro[X]. |

En particulier, Ker (T*) = Ro[X]. Or T* = (T2)2 =D?:Pw— D(D(P))=D(P)=(P) =P
Donc Ker (D?) = Ry [X]. Ainsi, Ro[X] = Ker (T*) = Ker (D?) = R;[X]. Contradiction. Conclusion,

‘D n’admet aucune racine carrée. ‘
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Probléme II - Dénombrement

Pour n € N*, on pose E = [1;n]. On appelle partition ordonnée de E, une famille (A;);cpy,,) de p € [1;7]
sous-ensembles de E vérifiant
e Vi€ [[1;]?]], A; # Det A; € gZ(E) ie. A; CE,

o V(i,7) € [Lipl,i#j,ona A;NA; =0,

- U 4=E

ie[1;p]

pour laquelle I'ordre d’apparition des A; dans la famille est important (exemple : ({1},{2,3}) et ({2,3},{1})
sont deux partitions ordonnées distinctes).

On note u,, le nombre de partitions ordonnées de E et pour tout p € [1;n], up, le nombre de partitions
ordonnées de E avec exactement p sous-ensembles de E.

1. Montrer que

(a) On suppose que n = 1. Alors, E = {1}. Donc FE ne présente qu’une unique partition : (F). Donc

(b) On suppose n = 2. Alors, E = {1,2}. Les partitions ordonnées de E sont alors

(B),  ({1},{2}), ({2}, {1}).

Conclusion,

(c) On suppose n = 3. Alors, E = {1,2,3}. Les partitions ordonnées de FE sont alors

(B), ({1}.{2,3), ({2}.{1,3D), ({3},{1,2}),
({2,31.{1}), ({1.3}.{2}), ({1,2},{3}),
{13,421 43D), ({1}, {3}, {2}),
({25,413, 43D), ({2}, {3}, {1}),
(

(3141420, ({33, {2), {1})-

Conclusion,

2. La seule partition ordonnée n’ayant qu’une seul sous-ensemble de E est (F). Donc

3. Une partition ordonnée de E avec exactement n sous-ensembles de F ne contient nécessairement que
des singletons. Puisque la partition est ordonnée, il faut choisir la place des n singletons. Il s’agit
d’un tirage successif sans remise de n éléments parmi n ou encore d’une permutation de n éléments.
Conclusion,

| = Ay =]

18/21]



Mathématiques PTSI, DS7 Cor Samedi 06 avril 2024

4. Soit n > 3. Pour construire une partition avec n — 1 sous-ensembles de F, il nous faut n — 2 singletons

et un sous-ensemble a deux éléments. Construisons cet ensemble a deux éléments, il nous faut prendre,
sans ordre deux éléments de E parmi les n possibles. Il s’agit d’une combinaison :

(Z) possibilités.

Automatiquement, les n—2 éléments restants de E seront mis dans des singletons. Il faut alors ordonné
ces n — 1 sous-ensembles de E : n! possibilités. Donc

AW n! ,_nin(n—1)
Unp—1 = n! = n! = .
w2 21 (n — 2)! 2

nln(n—1)

2

Conclusion,

Upn—1 =

Pour construire une partition ordonnée avec exactement deux sous-ensembles de F, il suffit de choisir
le premier sous-ensemble A de E de la partition. Le sous-ensemble en seconde position contiendra
alors automatiquement tous les éléments restants. Le second sous-ensemble est donc A. Alors (A, A)

est bien une partition ordonnée de E. L’ensemble vide ne pouvant pas faire partie d’une partition, on
doit avoir A # 0 et A# () ie. A# E. Donc AZ (E)\ {0, E}. Conclusion,

construire une partition ordonnée avec exactement deux sous-ensembles de E revient

a choisir un ensemble A dans & (E) \ {0, E'}.

Par la question précédente, on a
Up2 = Card (Z (E)\ {0, E}) = Card (Z (E)) — Card ({0, E}) = 2" — 2.

Conclusion,

un2:2n—2.
[un |

Soit p € [2;n]. On souhaite obtenir u,, , donc compter le nombre de partitions de E avec exactement p
sous-ensembles et les exprimer en fonction de u,_j,—1 le nombre de partitions de [1;n —1] avec p—1
sous-ensembles. On commence par choisir le premier ensemble A; de la partition. Cette fois-ci non
seulement A; ne doit pas étre ni vide ni £ mais il ne doit pas contenir non plus trop d’éléments pour
pouvoir remplir les p — 1 autres sous-ensembles de la partition. Il faut en laisser au minimum p — 1
éléments. Donc on peut remplir A; avec au moins 1 élément et au plus n—(p — 1) = n—p+1 éléments.
Pour tout k € [1;n — p + 1, notons v, le nombres de partitions ordonnées de E avec Card (A1) = k.

On a alors,
n—p+1

un,p: Z Vi
k=1

Comptons vg. Soit k € [1;7 — p+ 1]. On commence par choisir les k éléments de A; : il s’agit d'un
tirage simultané de k éléments parmi n : (Z) Puis, il nous reste n — k éléments qu’il faut ranger en
p — 1 sous-ensembles. Autrement dit il faut construire une partition ordonnée de ces n — k éléments
en p — 1 sous-ensembles : u,,_j,—1 fagons. Au total :

n
Vi = k Un—k,p—1-

n—p+1 n

k=1

Conclusion,
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8.

10.

Pour p = 2, par la question précédente, on a
n—1 n
Unp2 = Z (k‘) Up—k,1-
k=1

Donc par la question [2]

w5 ()2 () 6) - () -56) =

On reconnait alors un binéme de Newton, donc

|tn2 =2" —2.]

Conclusion,

‘on retrouve bien le résultat de la question ‘

Par définition de u,, p, on observe que
n n n
Up = Z Upp = Un1 + Z Upp =1+ Z Unp par la question [2]
p=1 p=2 p=2

Donc par la question [7]

n n—p+l1 n
=143 3 (k)ukl

p=2 k=1

Ork<n—p+1 < p<n—k+1. De plus la plus petite valeur possible de k est 1 et la plus grande
estpourp=2:n—2+1=n-—1. D'ou,

n—1n—k+1 n n—1 n n—k+1
U, =1+ Z Z <k> Up—kp—1 =1+ Z (k) Z Un—k,p—1-
k=1 p=2

k=1 p=2

Posons p=p — 1. Alors,
n—1 n n—k n—1 n
up =1+ § § Un—k,p = 1+ § Un—k
k) — k
k=1 p=1 k=1

Posons k = n — k, alors,

Or (nﬁk) = (Z) Conclusion,

n—1
Uy, = 1+ Z (Z)uk

k=1

En prenant n = 3 dans la question précédente, on obtient,

2
3
uz =1+ (k)uk: 1+ 3uy + 3us.
k=1

Par les questions et on obtient,

ug =143 x1+3x3=1+3+9=13.
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ca marche!'! Conclusion,

’on retrouve bien le résultat de la question [I.d uz = 13. ‘

Puis, de la méme facon,
2 (4
U4:1+Z<k)uk:1+4u1+6u2+4u;3:1+4><1+6><3+4><13:1+4+18+52:75.
k=1

Conclusion, E = [1;4] possede

u4 = 75 partitions.

Heureusement, que le correcteur ne nous a pas demandé de les énumérer...
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