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Correction de l’interrogation 24
Applications linéaires I

1. (a) Définir et caractériser une symétrie.

Solution. Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La
symétrie sur F’ parallelement a G est 'application

E=Fe¢G — E
T1+ Ty — X1 —To

Danscecas F={zx c E|s(z) =z} =Ker(s—Idg) et G={zx € E| s(zx) = —z} = Ker (s + Idg).
De plus, pour s € Z (E), on a
s symétrie & sos=Idg.
(b) Caractériser I'injectivité et la surjectivité d’une application linéaire.
Solution. Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € £ (E, F). Alors
o f est injective si et seulement si Ker (f) = {0g}.
o f est surjective si et seulement si Im (f) = F.
(¢) Définir la somme de deux espaces vectoriels.
Solution. Soient E un K-espace vectoriel, I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

F+G={z€FE|3(z,y) e FxG, z=x+y}.

M (C) — C

2. L’application ¢ : (CC‘ Z) — ad— be

est-elle linéaire 7

Solution. Montrons que ¢ n’est pas linéaire bien que ¢ (02) = Og. Posons A = ((1) 8) et B = (8 (1)> Alors,

p(A)=1x0-0x0=0
p(B)=0x1-0x0=0
go(A—i—B):go((é (1))):1><1—0><0:1.

Donc ¢ (A+ B) # ¢ (A) + ¢ (B). Conclusion,

‘ © n’est pas linéaire. ‘

Ry[X] — R
3. On identifie polynéme et fonction polynomiale. Soit f : 2 . On admet que [ est linéaire.
P — [JP(@t)dt

Déterminer le noyau de f. L’application f est-elle injective ?
Solution. Soit P = ag + a1 X + as X2 € Ry[X]. On a les équivalences suivantes :

P e Ker (f) = f(P)=0g

2
& / a0+a1t+a2t2dt:0
0

t=2

o [aot + %tQ + %27:3 =0
& 2ag + 2a1 + 8:% =0
& ay = —ap — éag
3
s P:agXQ—i-alX——al—éag

3
4
o pem( D emoen,

1/



Mathématiques PTSI, Int24 Cor 2023-2024

Par conséquent,

Ker (f) = Vect (Xz—g,X—l).

=%

La famille & est libre car constituée de deux polynomes non colinéaires (ou de degrés distincts) et engendre
Ker (f) donc 2 est une base de Ker (f) et dim (Ker (f)) = Card (8) = 2.

En particulier, puisque X — 1 # Og,[x], on en déduit que Ker (f) # {ORQ[X]} et donc

‘f n’est pas injective. ‘

R* +— R3
1 1 -3 3 T T
.Soient A=12 0 -5 4]etp: |y y| . On admet que @ est linéaire. Déterminer Im (y).
- A
1 -1 -2 1 z z
t t

L’application ¢ est-elle surjective ?

1 0 0 0
. . 0 1 0 0 . 4 . L . 4
Solution. Soit € = ol * 1ol [1l |o la base canonique de R*. Puisque % est génératrice de R* et ¢
0 0 0 1
linéaire, on a
1 0 0 0
0 1 0 0
Im (90) - 90 (VeCt (%)) - VeCt f 0 9 f O 9 f 1 ) f O
0 0 0 1
1] [1 -3] [3
= Vect 2(,101],]-5], (4
1] [-1 -2 1
Or les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré. Donc
1 0 1 _0 0 Cb $— C& —-CH
Im ((p) = Vect 20, 1-21,1],]—-2 Cs + C5+ 30,
1 —2_ _1 —2 Cy «— Cy — 3C4.
On constate que Cy = —2C3 et C4y = —2C53. On peut donc enlever Cy et Cy :
1 0
Im (¢) = Vect [ 2], |1
1 1
=%

Les deux vecteurs de Z n’étant pas colinéaires forment une famille libre et puisque % engendre Im (¢), & une
base de Im (). On remarque alors que dim (Im (¢)) = Card (#) = 2 < 3 = dim (R?). Donc Im (¢) # R? et
‘ f n’est pas surjective. ‘

. Soient a € R et pour tout n € N*, u, = n® [In (14 L) —In (1 + arctan (+))]. Déterminer suivant la valeur de
« la nature de Z Uy -
neN*
1

Solution. Posons u = ;- — 0. Alors, pour tout n € N*,
n—-4oo

In (1 + l) —1In (1 + arctan (l)) =1In(1+u) —In (1 + arctan(u)) .
n n
=f(w)

On a les égalités asymptotiques suivantes :

L o))
f(u)u:Ou—?-l—?—l—o(u)—ln(l—&-u—?—FO(u) -

3 . .
Posons v =u — % +o0 (u3) — 0. Ainsi,
u—0
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. = y-— % 3
v o uU— 3 +o (u )

e Puis,

2 u? 3 ’ 2 3

v uiO (u—;—!—o(u )> =u —|—0( )
e Aussi,

v = B “+ o0 (us)
u—0

o Enfin,

OrIn(1+v) zov—g—l—%—i—o(v?’).Donc

v—r

3
ol —ug +o (u?
— +o (u?
+2 o (u
+o (u?
2
w0 o).
Ainsi,
u?  u? u?
flu) = *§+§+0(“3) - (u77+0(u3)>
_w 3
1;;0 3 +_0(u )
D’ou

=01 (3) 5 (g +o () = e +o () s s
" n/ n—+oo 3n3 n3/))  3n3-a n3=% ) n—+too In3-a’

1

Or pour tout n > 1, 55— > 0. Donc par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs, Z Uy, €t

neN*
R 1 - .
E ——— ont méme nature. Or E ——— est une série de Riemann. Donc
3n3—a 3n3—a
neN* neN*
1
E U, converge & E converge & 3—a>1 & o< 2.
3n3—a
neN* neN*
Conclusion,
E U, converge & a < 2.
neN*




