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Correction de l’interrogation 26
d’entrainement
Intégration
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1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

Soient (a,b) € R%, a < bet f € € ([a;b]). Alors,
Ve>0, Jp € &([asb]), YV € [a;], |f(x) —p(x)| <e.

Soient (a,b) € R, a <bet f € € ([a;b]). Si

o [ est positive sur [a; ]
b
o d’intégrale nulle : / f@)dt=0
Alors f =0 sur [a;b].
(Enoncée ici pour K un corps quelconque R ou C) Soient (a,b) € R?, a < bet f € € ([a;b],K). Puisque

a < b alors on a
b
| s

Soient (a,b) € R2 et (f,g) € € ([a;b])*. Puisque f est continue, SUPc(ay) | f(2)] existe dans R. De plus,
puisque a < b,

b
</Iﬂﬂmt

b
<sm>U@N/|mwMt

zE€[a;b]

b
/ﬁﬂwmww

Soient I un intervalle de R, f € € (I), a € I et A € R. Alors la fonction
F: I—-R
x»—>A+/ f@)de,

existe, est continue et méme ¢! sur I et est I'unique primitive de f sur I vérifiant F(a) = A.

Soient n € N, (a,b) € R? et f € €™ ([a;b]). Alors,
— f®(a) k (n+1) b — a\nH
f(b) — b—a)”| < sup |[f\" 2)| ———.
|<> Z; 2 (b= a) szJ & ot

Rien a voir avec I'apéro et des verres remplis plus haut que le bord. Etre un trois demis c’est vouloir
intégrer '’X (surnom de polytechnique) avant la fin de sa deuxiéme année c’est-a-dire entre sa premiére
et sa deuxiéme année. Or tout le monde sait (inutile d’avoir fait polytechnique justement pour le savoir)
qu’intégrer x entre 1 et 2 donne
2
/ rzdr =
1

De méme pour le cinq demis qui doit intégrer I’X entre la deuxieéme et la fin de sa troisieme année,

3
/xdm:
2

Et pour une fois, ce n’est méme pas vraiment une blague, du moins c’est une blague officielle qui n’est pas
de moi. ;)
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2. Encadrer une intégrale.

2.1

2.2

Soit a > 1. Pour tout t € R et n € N, on a et <let142t" >1 done
N ot

Or par l'inégalité triangulaire car @ > 1, on a pour tout n € N

a —t" a —gn
|1n\</ e cos (V) In(t) dt:/ e ! Jeos (V)| n(t)| ,
1 1 1+ 2tn

14 2¢m
|I,] < / cos (\/75)‘ [In(¢)|dt < indépendant de n

En posant M = [{"|cos (V)| [In(t)| d¢, on a bien montré que pour tout n € N,

Donc

|I,| <M

et donc ‘ (In),cn est bornée. ‘

NB : on pouvait aussi continuer de majorer M :

M— /la ‘COS (\ﬁ)’ In(t)| dt < /1a In(t)| dt = /1a In(t) dt cart >

= [tIn(t) — t];_}
=aln(a) —a+1
<aln(a)+1.

Pour tout n € N* et tout ¢ € [0;1], ona 14+t > 1 et donc

i
o< G) <sh(3>.

1+¢ n

M¢éthode 1. Par croissance de 'intégrale car 0 < 1, on en déduit que pour tout n € N,

Lot £\ 1
0< 1, g/ sh <*) dt = {nch (7)} :n(ch (—) —1)
0 n n +=0 n
1 1 1 1 1
(82 ) o o)) ell)
n n—s+o0 2n2 2n n/ n—+oo

Donc par le théoreme d’encadrement, on en déduit que (I,,),, . converge et

lim I, =0.

n—-+oo

M¢éthode 2. La fonction sh est croissante sur R donc pour tout ¢ € [0;1], et tout n € N*,

<2 () <n(2)

Donc par croissance de I'intégrale car 0 < 1,

1
1 1
oglng/ sh<f)dtzsh<f> — 0.
0 n n n—-4oo

Donc par le théoréme d’encadrement, on en déduit que (1), . converge et

lim I, =0.

n—4oo

NB : on a méme montré que I, = O (f)
n—+

1

0.
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2.3

24

2.5

__t_ __t_
Pour tout n € N*, et t € [n; n2], 0<tP <nY%etdonc0<Le vatd <e v nll Par croissance de Iintégrale
car n < n?, pour tout n € N*,

2

n
0< I, < / e~ VE nl0dt = nlo [—\/ﬁefﬁ]
n

2
t=n n n

_m _m2 _ 3/
:nlo\/ﬁ<e Vi —e ﬁ):nlo\/ﬁ<e Vi _ g )

t=n

Par croissance comparée, on a

lim n'%/n (e_‘/ﬁ - e_”S/z) =0.

n—-+o0o

Donc par le théoréme d’encadrement la suite (I,,), . converge et

lim I, =0.

n—4oo

Soient a > 0 et f € € ([0;al]). Pour tout n € N et tout t € R4, on a
0 < arctan (e"* +2) (e7" +3) < g (1+43) =2~
Donc par I'inégalité triangulaire puis la croissance de I'intégrale car 0 < a, pour tout n € N

L] < /Oa |larctan (™ 42) (e7™ +3) f(t)|dt < /Oa 2m |£(t)| dt.

Posons M = 2 [ | f(¢)|dt qui est bien un réel indépendant de n. On a pour tout n € N,
0< L] <M

ie. ‘la suite (1), ¢y est bornée. ‘

NB : on pouvait continuer la majoration de M. Puisque f est continue sur le segment [0; a] elle est aussi
bornée (et atteint ses bornes) et donc A = sup,cjo, | f(2)| existe dans R. Par croissance de lintégrale car
0<a,

M:27r/ |f(t)|dt<27r/ Adt = 2mwaA.
0 0

Pour tout t € R, on a ch (¢) > 1. Donc pour tout n € N* et ¢ € [%, 1], on a
h 1
ch(t) _

t Tt

re

Donc par croissance de l'intégrale car % < 1, pour tout n € N*,

n

I, > /11 %dt = [m(t)];j% =—In (l) =1In(n).

Or In(n) = +00. Donc par minoration, on en déduit que
n——+0o0o

lim I, = +oo.
n—-+oo

3. Sommes de Riemann.

3.1

Pour tout n € N*, on a
n n

n 1 1
) ves
k:1n+k nk:11+ﬁ

Soit f:x+— ﬁ f est continue sur R et donc sur [0; 1]. Or on reconnait une somme de Riemann d’ordre

n de f sur [0;1] : pour tout n € N*,

1-0 ¢ 1-0
k=1
Donc (up),,cy- converge et

1 1
lim u, = / f@)de = / b dt = [arctan(t)]}—; = %
0 0

n—-+o0 1+ ¢2

Conclusion,

lim wu, = —
n—-+oo 4

3/




Mathématiques PTSI, IntEnt26 Cor

2023-2024

3.2 Pour tout n € N*,

n k: 1 n E
Uy = - = — _n
" ;W—&-kz n;1+(%)2

La fonction f est continue sur [0;1] et pour tout n € N*, on a

1_02f<0+k—1_0>.
n n
k=1

On reconnait une somme de Riemann. Donc (u,)

Posons f : x — el

Up =

converge et

neN*
1 1 t=1
t 1 In(2)
li 0= t)dt = dt:{fl 1+ } = :
nosbeo /Of() /O 1+¢2 gl (I1+£) — 2
Conclusion,
In(2
lim w, = n(2)
n—-+o0o 2
3.3 Pour tout n € N*  on a
n—1 n—1
1 1 1
=S i
k=0 n n k=0 1 + 25
Posons f : x — ———. La fonction f est continue sur [0;1] et pour tout n € N*,

V1+2zx
n—1
1-0 ( 170>
n=—— > fl0+E—).
tn n k:Of + n

On reconnait donc une somme de Riemann. Donc la suite (uy,) converge et

neN*

. 1 1 1 i1
= [0t = [ e [VIFE] L = -1

Conclusion,

lim un:\/g—l.

n—-+4oo

3.4 Pour tout n € N*  on a

LI » 1<~ (5)?
unzzng’—l—nkzzﬁz z)

k=1 =1 1+ (%)2

Posons f : z — % La fonction f est continue sur [0; 1] et pour tout n € N*, on a

1+
1 & ( 1—0)
n=— 0+k——).

On reconnait donc une somme de Riemann et donc la suite (uy), . converge et

1 42 1
. t 1 t=1 s
(U U = /O Tre it /0 Lo dt =t -arctan(Oo = 1=
Conclusion,
li 1- =
im u, =1-——.
n—+oo 4

3.5 Pour tout n € N*, u,, > 0. Donc on pose pour tout n € N* v, = In (u,). On a alors pour tout n € N*,

J—

Up =

()

:lln((n+1)x~~~x(2n)>

n nn

1 “n+k 1 & (n—i—k) 1 & ( )
=1 =-31 ==Y In(1+2).
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Soit f : z — In (1 + ). La fonction f est continue sur [0; 1] et pour tout n € N*,
1 ( 1-— 0)
Up = — k—— ).
M (A=
k=1
On reconnait donc une somme de Riemann. Donc (vy,),cy- converge et

1 1
li = = In (1 .
Jm vy, /o f()dt /0 n(l+1¢)de

Par le changement de variable s = 1 4 ¢, on obtient que
n—-+oo

2
lim v, = / In(s)ds = [sIn(s) — s]°=> = 2In(2) =2+ 1 = 2In(2) — 1.
1

Or pour tout n € N*| u,, = e¥~. Donc par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que (u,,)
converge et

neN*

lim w, =e?M@-1 =471,
n—-+oo

4. Théoréme fondamental de 1’analyse.

4.1 Soit ¢ : x fol e'” arccos (tx) dt. Soit z € [—1;0[U]0;1], alors pour tout ¢ € [0;1], tz € [—1;1] donc

arccos (tz) est bien définie. Plus précisément, ¢ — arccos (tx) est continue sur [0;1]. De plus ¢ — e'* est

aussi continue sur [0;1]. Donc fol e'” arccos (tx) dt est bien définie. Donc pour tout x € [—1;0[U]0; 1], ¢(z)
existe. De plus par le changement de variable s = tx < t = £, on a pour tout = € [—1;0[U]0; 1],

o(z) = / e’ arCCOS(S)j = f/ e’ arccos(s) ds.
0 0

T x

On sait que la fonction s — e® arccos(s) est continue sur [—1;1]. Donc par le théoréme fondamental de
Panalyse, F : x +— fom e® arccos(s) ds est €1 sur [—1;1] et pour tout = € [—1;1], F'(z) = e® arccos(z) (F
est 'unique primitive de z — e” arccos(x) s’annulant en 0). Avec cette notation, on a
F(z)

pat

Yz € [-1;0[U]0; 1], o(z) =

Donc en tant que quotient de deux fonctions €, la fonction ¢ est €' sur [—1;0[U]0; 1] et pour tout
x € [—1;0[U]0; 1],

() = (F;x))/ _ F’(m)xx; F(z) = ;12 (3;‘ e” arccos(zr) + /Ox e® arccos(s) ds) .

Bonus : pour tout x € [—1;1], la fonction t — e'* arccos (tx) est continue sur [—1;1]. Donc ¢ est bien
définie sur [—1;1] et notamment en 0.( Attention le changement de variable s = tx n’est pas légitime pour
x =0.) De plus, on a par définition de ,

1
¢ (0) = / e arccos (t x 0)dt = 0.
0

Or par ce qui précéde, on sait également que pour tout x € [—1;0[U]0; 1],

ot F est lunique primitive de s — e® arccos(s) s’annulant en 0. Notamment F(0) =0 et donc
F(z) - F(0)
x—0

On reconnait alors le taux d’accroissement de F en 0. Or F étant la primitive de s — e®arccos(s) sur
[—1;1], F est dérivable sur [—1;1] et notamment en 0. Donc ¢ admet une limite en 0 et

Ve e [-1;0[U]0;1],  ¢(z) =

lim o(x) = F'(0) = e arccos(0) = g #0=¢(0).

z#0

Conclusion,

‘ @ n'est pas continue en 0. ‘

5/
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4.2

4.3

44

Soient n € N et f € € ([0;1]). Soit z € R. La fonction ¢ + (1 + tz)" f(t) est continue sur R. Donc ¢(z)
existe. Ainsi ¢ est bien définie sur R. De plus par la formule du binéme de Newton puis la linéarité de

Iintégrale, pour tout = € R,
n 1
(Z) (ta)" f(t)dt =) (Z) " / t*F(t) dt
QL

1 mn
o= [ >
0 k=0 k=0
indépendant de =

On observe alors que ¢ est une fonction polynomiale sur R et est donc €. En particulier, ¢ est €' sur

R et pour tout x € R,
n 1
reoN n k—1 k
o' () = g (k)km /0 t¥f(t) dt.

k=1

1 1
¢'(0) = (T)/O tf(t)dt:n/o tf(t) dt.

1
¢ est dérivable sur R et ¢'(0) = n/ tf(t)dt.
0

En particulier,

Conclusion,

Soitf:tH\/m. Soit t € R, on a
f(t) existe < sh(t) >0 < t>0.
Donc f est définie et méme continue sur [0; +o00[. Soit € R, de ce qui précede, on en déduit que
p(x) existe < [+ 1;e]CRy < 2+1>20et 20 & x> —1.

Donc ¢ est définie sur [—1;+oo[. Posons F : z — [ /sh(t) dt. La fonction ¢ — /sh(t) est continue sur
[0; +00]. Donc par le théoréme fondamental de I'analyse, la fonction F est €' sur R, et pour tout x > 0,

F'(x) = y/sh(z). De plus pour tout = > —1,

e”® z+1
ga(x):/o «/sh(t)dt—/o Joh() dt = F (%) — F (z +1).

Donc ¢ est ¢! sur [—1; +oo[ en tant que composées de fonctions de classe ! et pour tout z > —1,

Px)=e"F (") —F (v +1)=¢€" \/sh (e*) — \/Sh(x—i— 1).

Conclusion, ¢ est ¢! sur [—1; o0 et

Vo > -1, ¢'(z)=¢" \/sh (e*) — \/sh(m +1).

NB : par son expression ci-dessus, il apparait que ¢’ est dérivable et méme €°° sur |]—1;+o00| et donc ¢ est
€ sur|—1;+o00[. Notez cependant que la racine carrée n’étant pas dérivable en 0, @' n'est pas dérivable
en —1 et donc ¢ n’est pas deux fois dérivable en —1.

La fonction f : t — ch(t) arcsin(t) est définie, continue et positive sur [0;1]. Donc par le théoréme fonda-
mentale de analyse, la fonction F : z + [ ch(t) arcsin(t) dt est € sur [0;1] et pour tout = € [0; 1],

F'(z) = ch(z) arcsin(x).

En particulier la fonction F” est strictement positive sur |0; 1] et donc F' est strictement croissante sur |0; 1].
Par continuité en 0, F' est strictement croissante sur [0;1] et donc pour tout z €]0;1], F(z) > F(0) = 0.
Donc F est strictement positive sur ]0; 1]. Donc par composition, z + F(3z) est ¢! et strictement positive
sur ]0; 1/3]. Or pour tout z €]0;1/3],

o(z) =In (/0 ’ ch(t) arcsin(t) dt) =In(F (3z)).

Conclusion, ¢ est définie et € sur ]0;1/3] et

. ;o 3F'(3z)  3ch(3z)arcsin (3x)
Vo €]0;1/3],  ¢'(x) = @) [ ch(t)arcoin(t) &t

6/
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4.5

Soient x € Ret ¢t € [2;3]. On a
(tz)™ = t*m{2) existe & tr >0 & x> 0.
Donc pour tout z > 0, ¢ — (tac) est définie et continue sur [2; 3]. Donc pour tout x > 0, ¢(x f2 (tz) " dt

existe i.e. ¢ est définie sur R’} . Par le changement de variable s = £z, on a

5 sln( ) =2 dS
T

Ve >0, o(z)= /
2z
On pose F : x — flz es1n(s) ds. La fonction s — e¥(%) est continue sur 10; +00[, donc par le théoréeme

fondamental de I'analyse, F est ¢! sur ]0; +oc[ et pour tout # > 0, F'(z) = e” (=) De plus pour tout
z >0,
F(3z) — F(2z
oy = FED T D)

Conclusion, ¢ est ¢! sur ]0; +oo[ et pour tout x > 0,

3F' (3z) —2F (2z) F (3z) — F (2z)  3ern(2) _e20ln(2) o (g)

/ e — — —
() = T 2 T 2

5. Inégalité de Taylor-Lagrange

5.1

5.2

Soit z € Ry et n € N. La fonction f : t — e est €""! sur R donc sur [0;x], donc par I'inégalité de
Taylor-Lagrange,

Or pour tout k € [0;n] et tout ¢ € ]R,

(k) ‘l’ _ O|n+1

(n+1)!

F ()

M:

< sup
z€[0;x]

FO(t) =2k e

Donc f¥)(0) = 2* et pour tout ¢ € [0;z], on a 0 < e* < e** par croissance de la fonction exponentielle.
Donc pour tout z € [0;], | f+V)(z)| < 271 e?*. Conclusion,

2x (256)”"1‘1

(n+1)!

n k
2x (21‘)
e = Z K

k=0

Soit € Ry et n € N. La fonction f : t + cos(t) est €?"*! sur R donc sur [0; ], donc par I'inégalité de
Taylor-Lagrange,

2n 2n+1
J*® 0) & (2n+1) |z — 0]
—_ A S < S

Or pour tout k € [0;n] et tout t € R,
FER @) = (=D cos(t) et D@ = (=1)"sin(t).
Donc f)(0) = (=1)F, f@k+1)(0) = 0 et pour tout ¢ € [0; z],

£ )] = (=) singe) | < 1.

Donc
& f(x)—é%—o‘gﬁ_
Conclusion,
o £ T < v
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5.3 Soient z € [O; %] et f:t s tan(t). La fonction f est € sur [O; ﬂ Donc par I'inégalité de Taylor-Lagrange,

1)~ £0) - 1o - 11022 <
z€[0;z]

3
FO () 20

Or pour tout ¢ € [0; %]

f'(t) =1+ tan?(t
f7(t) =2 (1 + tan?(t)) tan(t) = 2tan(t) + 2 tan®(t)
f7(t) =2 (1 +tan®(t)) + 6 tan(t) (1 + tan®(¢)) = 2 4 8tan®(¢) + 6 tan’ (¢).
Donc f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) = 0, et par croissance de la fonction tangente sur [O; 4] on a pour tout
z € [0; %],
0< f®(2) =2+ 8tan?(z) + 6tan*(z) < 2+ 8+ 6 = 16.
Conclusion,

3
ltan(z) — | < 16'"”"' 8%

5.4 Soit x € Ry et n € N. La fonction f : t —
I’inégalité de Taylor-Lagrange,

+ est définie et méme ¢! sur R, donc sur [0;z], donc par

n (k) 0 —0 n+1
_Zf '( ) & < sup f("“)(z) |2 | '
k=0 k! z€[05z] (n + 1)
Or par récurrence, pour tout k € [0;n + 1] et tout t € Ry
(—=1)F k!
fR ) = L 2
0 (14 t)"
Donc pour tout k € [0;n], f®)(0) = (=1)* k! et pour tout z € [0;2], |f ()] = ‘1(1;,17,)4&2. Pour tout

>0, 1+2>1 [1+2"" = (1+2)"" > 1 et donc | f**+1)(2)| < (n + 1)L Ainsi,

‘,En-&-l
(n+ 1)

< (n+1)!

Conclusion,

1+a: Z

k=0

Voila une méthode bien tordue d’obtenir finalement cette inégalité car en reconnaissant une somme géomé-
trique de raison —x # 1 (car —x < 0), on a

n n+1 n+1
Z (_1)’€ 2k = 1 - (—.’17) _ 1 _ <_‘T)
= 1—(—x) 1+ 1+x
et donc
n n+1
S
—o 1+

5.5 Soient (a,b) € (R1)* a <bet f:t— ch(t). La fonction f est définie et méme 42"+ sur R donc sur [a; b].
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange,

2n Ch(k) (b) 2n+1

ch(a) =" o (b—a)"

ch@n+)(, ‘ b —al

< s
o 2n+1)!

z€[a;b]

Or pour tout ¢t € R et tout k € [0;n],

FERW) =ch(t) et fEMD(H) =sh().

8/
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Par croissance de la fonction sh sur R, pour tout z € [a; b],
0 < sh(a) < ch®V(2) = sh(z) < sh(b).
Donc sup, ¢ (q;5] SUP 2 e[a;4) ‘ch(%“)(z) < sh(b). Ainsi,
" chF) (p n—1 h(2k+1) b— q)2kt! b 2n+1
ch(a) o c (' ) (b _ )Qk N C (a’) ( 'CL) < Sh(b)( (l)
— (2k)! = 2k + 1)! (2n+1)
Conclusion,
n n—1 2k+1 2n+1
h(a b — h b— b—
ZC a) +Zs(a)( a) <sh(b)( a)
(2k + 1)! (2n + 1)!
=0 k=0
Donc par la formule de Taylor-Reste intégral,
JH® b —a)* /b (0 =1 (nt1)
Z ] et (t)dt
2k) 2k n—1 (2k+1) b 2k+1 b b—t 2n
_Zf St WOt ety
(2k + 1)! o (2n)!
n—1 2k+1 b 2n
h(a) (b — h b— b—t
:Z—C a Qk'a) +30° (G)Q(k f)| +/ (Gl 5 )' sh(t) dt.
2 2h) 2 2k D) . @n)!
Par croissance de la fonction sh sur R, pour tout ¢ € [a;b],
0 < sh(a) < sh(t) < sh(b).
Donc par croissance de I'intégrale, car a < b et la positivité de (b —¢)?", on a
b 2n b 2n 2n+17t=b 2n+1
b—t b—t b—t b—
0< / ! sh(t)dt < sh(b)/ ! dt = sh(b) {7%} = sh(b)ﬂ.
o (2n)! o (2n)! @Cn+1)! 1, (2n+1)!
Conclusion,
" ch(a) (b—a)®* = sh(a) (b—a)*F ! (b — a)2n+1
h(b) — —_ < sh(b)———>——.
ch(b) k; 20! +ZO 2k 1 1)! W) g 1




