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Correction de ’exercice Printemps 04
Séries, algebre linéaire

Solution de I’exercice 1

1. Premier cas. Soit = €]0;1[ alors par croissance comparée lim ntz" = 0ie n22" < . Par
n—+0o00o n—+oo ™
conséquent, il existe ng € N, tel que pour tout n > ny,

1
2

1
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc par le théoreme de
neN*
comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que Z n?z™ converge.
neN*

22" = 4o00. Par conséquent la série 3, o n?z"

Second cas. Soit x € [1;4o00], alors on a lim n
n——+00

diverge grossierement et donc diverge.
Conclusion. On a

Si x €]0;1] alors 3, cn+ n?2™ converge.
Si @ € [1;400[ alors 3, cn- n2a" diverge.

2. Soit x € |—1;0[. Alors, |z| € ]0;1[. Donc par la question précédente, Z ’n%ﬁ"‘ = Z n?|z|"
neN* neN*
converge. Autrement dit, Z n?z™ converge absolument. Or la convergence absolue implique la
neN*

convergence. Conclusion,

Size]-1;0[, > n*lz|"

neN*
3. Soit x €]0;1][.
(a) Pour tout n € N*, posons S,, = S-7_, kz*. Par le changement d’indice & = k — 1, on a, pour tout
n €N,

Snzzk$k=0+2kzxk
k=0

n n—1
:kaxk—xnx"—l—xe”
k=0 k=0
n—1
=28, —nz" + 2 Z z".
k=0

Or ZZ;& ™ est une somme géométrique de raison x # 1. Donc

1— " x__$n+1__nxn+1%_nxn+2

Sn:xSn—mc”H—i—:rl_w & (1—z)S, =

1—2z
r— (n+1) 2" + nant?
(1-a)

& Sy, =
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z—(n+1)z" 1 fnant?

(1—2)2 nohe (1= x)g Donc on en déduit

Puisque x €]0; 1[, par croissance comparée,

que ) ynx" converge et de plus

Z n" (1 _ x)Q

(b) Soit n € N*, on a par le changement d’indice k = k 4 1, on a

n n n—1
Yo Kah =3 Kb =" (k4 1)% 2!
k=0 k=1 k=0

n—1 n—1 n—1
:ka2xk+2ka$k+x2xk.
k=0 k=0 k=0

o D’apres la question 1, on sait que la série D ;o k%z* converge.
o D’apres la question 2.(a), la série 3oy k2 converge.
o La série )}~ :1: converge également en tant que série géométrique de raison x €]0; 1].

Donc par passage a la limite quand n — 400, en notant S = Z+°° k%z*, on obtient que

“+00 1
S=z5+2x kx* + 2
2

Donc d’apres la question 2.(a),

T T 22 x — 2
S =x5+2x + & 1—2)8= +
1-2)? l-a ( ) 1-2)? (1-a)
N B x+ a2
(1-a)
Conclusion,
Z x —I—:L'
n = —.
C(1-a2)

Solution de I’exercice 2 Montrons que f est linéaire. Soient (\, ) € R?, P =aX +bet Q =a'X +V
deux polynomes de R;[X]. On a les égalités entre polynémes suivantes :

FOAP+pQ)=f((Na+pa) X + b+ pb)
=(-3(Na+pd)+2No+pub)) X —4(Na+ pa’) +3 (Ab+ ub')
= A((—3a +2b) X — 4a +3b) + pu ((—3d’ + 20') X — 4a’ + 3V)
=Af(P)+nf(Q).

Donc f est linéaire. De plus f est définie sur Ry[X] et & valeurs dans R;[X]. Donc f € £ (Ry[X]).
Montrons maintenant que f o f = Idg, x]. Soit P =aX +b € R1[X]. On a

f2(P)=f(f(P))
= f((—3a+2b) X —4a + 3b)
) N———

=a’ =b
= (=3d +2b') X —4a’' + 3V
=[-3(-3a+ 2b) +2(—4a +3b)] X —4(—3a + 2b) + 3 (—4a + 3b)
(9a—6b 8a+6b)X+12a—8b—12a+9b
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Ceci étant vrai pour P € R;[X] quelconque, on en déduit que f? = Idg, [x- Conclusion,

‘ f est une symétrie de R;[X]. ‘

Déterminons les deux espaces caractéristiques de f : F' = Ker ( I X]) et G = Ker ( [+ 1dgy X]). Soit
P =aX + b € Ri[X]. On a les équivalences suivantes :
PeKer(f—ldp,y) &  f(P)=P
& (=3a+2b) X —4a+3b=aX+Db

—3a+2b=
& “ “ par unicité des coefficients d’un polynéme
—4a+3b=0
—4a+2b=0
=4
—4a+2b=0
& b=2a

& P =aX + 2a.
D’ott F' = Vect (X + 2). De méme,

PeKer(f—i—Ide[X]) & (=3a+20)X —da+3b=—aX —b

-3 2b = —
& ot “ par unicité des coefficients d’un polynéme
—4a+3b=—b
—2a+2b=0
=
—4a+4b=0
& a=1b

& P=aX +a.

D’ott G = Vect (X + 1). Conclusion,

‘ f est la symétrie sur F' = Vect (X + 2) parallelement & G = Vect (X + 1). ‘

On peut vérifier que F' et G sont supplémentaires dans Ry[X].



