Mathématiques PTSI 2024-2025

Programme de colles 03 PREVISIONNEL
Nombres complexes et Calcul algébrique

Quinzaine du 07 au 18 octobre

Nombres complexes

1.

Nombres complexes, propriétés élémentaires, partie réelle, imaginaire.

2. Représentation graphique, plan complexe, affixe d’un point, d’un vecteur.
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NB :

Conjugaison, propriétés, interprétation graphique. Caractérisation des réels, des imaginaires purs par la conju-
gaison.

Module d’un complexe, propriétés, |Re(z)| < |z|, [Im(2)| < |z].
Module au carré d’une somme, inégalité triangulaire (inférieure et supérieure).
Complexes de module 1, stabilité par produit, inverse/conjugué.

Définition de ’exponentielle complexe sur les imaginaires purs uniquement, propriétés. Formules d’Euler, formule
de Moivre. Les étudiants doivent étre capable de factoriser une somme d’exponentielles par 'angle moitié.

Argument d’un nombre complexe, forme polaire/trigonométrique, « unicité » de I’écriture. Propriétés de argu-
ment. Interprétation graphique avec l’angle entre deux vecteurs.

les équations complezes et les racines n-iemes feront 'objet d’un autre chapitre. L’interprétation graphique des

notions de bases doivent étre comprises mais nous n’avons pas traité d’exercice de géométrie complexe.

Questions de cours

1. Démonstration de |z + 2’

| = ... et de I'inégalité triangulaire supérieure.

2. Démonstration de cos(p) + cos(¢) = ... en passant par les complexes.
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Démonstrations de cours
Pour tout (z,2’) € C2, on a
|2+ 2|* = |2|* + 2Re (z?)+|z'|2 et |z + 2| < |z| +|2].
Démonstration. Soit (z,2z') € C2 Posons Z = z + 2'. Alors,
2+ =2*=2Z
= +2)(2+2)
=(z+2)(z+7)
=2Z+ 22 +272+ 27
=2+ 22 + 27+ |2
Posons w = zz/. Alors, @ = Zz'. D’otl,
2+ 2) = 2P +wtw+ |2 = |2]* + 2Re (w) + |]7.
Conclusion,
|2+ 2 = |2” + 2Re (27') + |2'|*.
D’autre part, on sait que, en posant u = 22/,
Re (22') = Re (u) < |u| = |22| = || || = |2 |7].
Donc par ce qui précede,
|2+ 217 < L2+ 202l ] 41217 = (2] + 1)
La fonction carrée étant croissante sur Ry et |z + 2/| > 0 et |z| + |2| = 0, on conclut,
2+ 2 < |2+ 1]
O
Pour tout (p, q) € R?,
cos(p) + cos(q) = 2 cos (p ;_ q) cos (1%) .
Démonstration. Soit (p,q) € R2. On a les égalités entre réels suivantes :
cos(p) + cos(q) = Re (") + Re (e'?) = Re (e +¢'7) .
Or par factorisation par I’angle moitié, on a
eip —|—eiq — ei¥ (el% +ei%) — ei¥ (ei% -’-e_ipz;q) .
Donc par la formule d’Euler,
e +e' = 2cos (?) eitst
D’ou,
cos(p) + cos(q) = Re (2 Ccos (I%) e"%) = 2cos (%) Re (ei%> car 2 cos (p ) eR.
Conclusion,
cos(p) + cos(q) = 2 cos (%) cos (1%) .
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