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Corrigé - Banque PT - Maths B - 2024
Version pour juniors

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

Premier exercice

Dans cet exercice, I’espace euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére ortho-
- > >
normé direct (O; 579, k:)
On considere la surface S de représentation paramétrique
r=u+3v
Yy =uv . (u,v) € R?.

z = sin (mu) + cos (mv)

On note M (u,v) le point de S de parametres u et v.

2
1. Démontrons que M (—1,1) est 'unique point de S de coordonnées | —1
-1
2
Soit M (u,v) un point de S. Ce point est de coordonnées | —1 | si et seulement si
-1
T=u-+3v=2 u=2-—3v
y=uv=—1 & (2—-3v)v=-1
z = sin (mu) + cos (mv) = —1 sin (mu) + cos (mv) = —1
u=2-—3v
& 302 —20—-1=0
sin (mu) 4 cos (mv) = —1

Soit A le discriminant de 3v? —2v — 1, A = 4 + 12 = 16 donc les racines associées sont 2%6*4 =1let
2

%4 = —%. Ainsi,
u=2-3=-1
v=1
sin (mu) 4 cos (mv) = sin (—7) +cos (1) =0 — 1= -1 OK! {u _ 4
ou =
u=2-3(-1)=3 v
0=}
sin (mu) 4 cos (mv) = sin (37) + cos (=) =0+ + = —1 impossible
Conclusion,
2
M (—1,1) est I'unique point de S de coordonnées | —1
—1
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2. * Déterminons une équation cartésienne de 7 le plan tangent & S en M (—1,1) i.e. le plan passant par
é\f et de Victelél“s direct(ilgs MgTM (:1, 1) = %(‘L 1) + %(—1, 1)j + g—z(—l, 1)k et BgTM (—-1,1) =
E(-1,1) i +34(-1,1) ) Z(-1,1) k.

On a
5 (u,v) =i +vj +mcos(mu) k
—— (u,v) =34 +uj —wsin(mv) k.
v
Donc
5 (-L,1)=i+j+mcos(—m)k=1i+j—7mk
u
5 (-1,1) =37 = ] —wsin(r) K =37 - 7.
Puisque ces deux vecteurs sont directeurs de 7, on a
_, O0OM 00OM
nr = (-L1)A 50 (—1,1) directeur de 7.
1 3 -7
1 (A |-1]| = |37
-7 0 —4
™
Donc 7 |37 | est un vecteur normal & 7. Soit N (z,y, z) un point de 'espace. On a
4

NeT & MN L7

r—2 T
= y+1f, |37 =0
z4+1 4

= mx+3my +4z —2r 4+ 37+ 4 =0.

Conclusion, une équation cartésienne du plan tangent est donnée par

‘7': mx+3ny+4z+nm+4=0.

Deuxiéme exercice
Dans cet exercice, I’espace euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére ortho-
normé direct (O; i, j).
On considere les fonctions
o 710 définie sur Iy = [0;27] par Vt € Iy, ro(t) = Rou R > 0;
o 71 définie sur I = [—3; §] par Vt € Iy, r1(t) = cos(t);
o 79 définie sur Iy = R par Vt € Iy, ra(t) = e;

sin?(t)
cos(t) -

E

e 13 définie sur I3 = ]—%; g[ par Vt € I3, r3(t) =

Enfin r4 désigne une fonction de classe C! sur I; = ]—g;
Pour tout n € [0;4], on note

B

2/ig
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Ty (t) = rp () cos(t
e A, la courbe de représentation paramétrique { n(t) n(t) cos(?) ,tely;

Yn(t) = rp(t) sin(t)
o M,(t) le point de A, de parameétre t pour ¢ € I,.
* On admet que la tangente a A, au point M, (t) est la droite passant par M,(t) et de vecteur directeur
%(t) lorsque celui-ci est non nul.

Les différentes parties de cet exercice sont indépendants.

Partie A

1. Déterminons la nature de Ag et précisons ses éléments caractéristiques. Pour tout t € Iy = [0; 27/,

{ﬂ?o(t) = ro(t) cos(t) = Rcos(t)
yo(t) = ro(t)sin(t) = Rsin(t).

On reconnait les équations paramétriques d’un cercle :

‘Ao est un cercle de centre O et de rayon R. ‘

2. Démontrons que Aq est un cercle dont on précisera le centre et le rayon. Pour tout t € I; = [—%; g],

{x1(t) = r1(t) cos(t) = cos®(t) = 1+COS t)
y1(t) = r1(t) sin(t) = cos(t)sin(t) = SIH(%)

2
On peut alors remarquer que

2 cos? sin?
(01— 5 ) +aageyr = 220 SED L

De plus, lorsque t décrit Iy, alors s = 2t décrit [—m; w]. Conclusion,

‘Al est un cercle de centre 2 (1/2,0) et de rayon 1/2. ‘

Partie B

* On pose pour tout ¢t € Iz, so(t) = HdOdQ/IQ (t)H La longueur de Ay entre les points My (t1) et My (t2) est

to
donnée par/ s9(t) dt.

t1

1. Calculons la longueur de Ay entre les points Ms (—1n(3)) et Ms (31n(2)). On a pour tout t € I, = R,

—

OMy(t) = 22(8) 7 + 1y2(£) ] = ra(t) cos(t) 7 + ro(t)sin(t)j = el cos(t) 7 + e sin(t) 7.

Ainsi,
dOM2 . - . -2
P (t) = (' cos(t) — e'sin(t)) i + (e'sin(t) + €' cos(t)) j.
Donc
_ ||aorz
st = |25 0)

= \/(et cos(t) — et sin(t))? + (et sin(t) + et cos(t))?

=l \/cos2( t) — 2 cos(t) sin(t) + sin?(¢) + sin?(t) + 2 cos(t) sin(t) + cos?(t)
= \[\/cos2 ) + sin?(t)
=2e".
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La longueur recherchée est alors donnée par
31n(2

ly = fedt

—1In(3)

_ [\/Ee}t 31n(2)

t=—1In(3)

_ f( 3In(2) _ ln(3))

o)

_23V2
=5

Conclusion, la longueur de Ay entre Ms (—1n(3)) et M2 (31n(2)) est donnée par :

23v/2
3

by =

. Déterminons si la courbe A5 est-elle de longueur finie. Puisque As n’est pas périodique et que I = R,
on obtient que la longueur totale de la courbe est donnée par

B
¢= lim lim so(t) dt.
A——o00o B—+00 J A
Or
B B
/ so(t)dt = / V2etdt = \/§(eB—eA) .
A A
Donc
(= lim V2eP =
B—+o00
Conclusion,

’1& courbe Ay est de longueur infinie.

. Démontrons que tous les points Mas(t) pour lesquels la tangente a Ay est verticale sont alignés. On
précisera un point et un vecteur directeur de la droite qui les contient. Soit £ ’ensemble des points
M>(t) pour lesquels la tangente a Ay est verticale. Pour ¢ € I = R, on a vu que

dOM>
dt

-

(t) = (" cos(t) — e'sin(t)) © + (e’sin(t) + €' cos(t)) 7

Donc

dOM2

Ms(t) e € & (t) est vertical
(

o {e cos(t) —e'sin(t) =0
e’ sin(t) + e’ cos(t) # 0
o {COS(t) sin(t)
cos(t) # —sin(t)
& t= g [7]

To(t) = edthm v2
= 3k € Z, {yj(t) _ Itk ;
= JxeR {xz(t):)\

EAGED
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Ainsi,
EC{M(M\N) | NeR}.

Conclusion, tous les points Ma(t) pour lesquels la tangente a Ay est verticale sont alignés car

appartiennent a la méme droite D passant par O et de vecteur directeur T+ 7

. * Déterminons ?( t) un vecteur directeur de la tangente a Ag au point Ma(t) et N(t (t) un second vecteur

pour que (—), T.N ) soit une base orthonormée directe du plan. Soit t € R. On a vu que

dO M- - -

(zit 2 (t) = (' cos(t) — e'sin(t)) i + (e'sin(t) + €' cos(t)) j .

et que ce vecteur ne peut jamais étre nul d’apres la question précédente. De plus,

M.
@@zHM)Qw =2¢e.
dt
Donc on pose

= 1 dOM. 2 - 2 -
(t) = @) dl 2 (t) = \2f (cos(t) —sin(t)) i + \Qf (sin(t) + cos(t)) j -

Puis on pose

- V2 o
1

ﬁ(t) = —\gi (sin(t) + cos(t)) i + - (cos(t) —sin(t)) 7.

Alors, on a bien

|70 = ‘fJ (cos(t) — sin(£))? + (sin(t) + cos(t))? = \fﬂ —1

De méme Hﬁ(t)H = 1. Puis,

<T(t), ﬁ(t)> = % (— (cos(t) — sin(t)) (cos(t) + sin(t)) + (cos(t) + sin(t)) (cos(t) — sin(t))) = 0.

Donc (T(t), N (t)) est une famille orthonormale et donc libre et de cardinal 2 donc une base ortho-
normée du plan. Enfin,

NG . 2 (o}
=0 w20 |52 (cos(t) —sin(t))  —%2 (sin(t) + cos(t))
det (T(t)7 N(t)) - é (S n(t) + COS(t)) £22 (COS(t) — sin(t)) |
_ 1 cos(t) —sin(t) — (sin(t) + cos(t))
2 |sin(t) + cos(t)  cos(t) — sin(t)
- %(cos(t) — sin(t))? + (sin(t) + cos(t))”
—1>0

Donc la base est directe. Conclusion, pour

{Z(t) = Y2 (cos(t) —sin(t)) 7 + Y2 (sin(t) + cos(t)) 79
N(t) = —72 (sin(t) 4 cos(t)) © + @ (cos(t) —sin(t)) j ’

alors la famille

(T(t), N (t)) forme une base orthonormée directe du plan.
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5. Détellninons une représentation paramétrique de Cq la courbe décrite par le point I(t) = Ma(t) +
s2(t)N(t) lorsque t varie dans I5. Pour tout t € Iy = R, notons (x(t),y7(t)) les coordonnées du point

I(t). On a
zr(t) = e’ cos(t) + V2e! (—\f (sin(t) + cos(t)))
= e’ cos(t) — e (sin(t) + cos(t))
= —e'sin(t).
Et

oI5

yr(t) = efsin(t) + V2 e ( (cos(t) — Sin(t)))

= e'sin(t) + e’ (cos(t) — sin(t))

= e’ cos(t).

Conclusion, une représentation paramétrique de Cy est donnée par

{Jr = —e'sin(t)

y = e cos(t).

6. Démontrons que Co est 'image de Ao par une rotation dont on précisera le centre et ’angle. Par la
question précédente, on observe que

{xf(t) = —y2(t)
yr(t) = xa(t).

Deés lors,

Cy est 'image de Ao par la rotation de centre O et d’angle g

L’énoncé parlait d’affize, pour ceuz que cela intéresse : en notant zr(t) Uaffixe de I(t) et z2(t) celui
de Ms(t). On a pour tout t € Iy,

2(t) = el cos(t) + ielsin(t) = ef et = U

Et
z1(t) = —elsin(t) + e cos(t) = iel (isin(t) + cos(t)) = e'2 ! = e'2 zy(t).

Ainsi, z1(t) s’obtient a partir de z2(t) par rotation d’angle 5 et de centre O :

Co est limage de Ao par la rotation de centre O et d’angle g

Partie C

1. Justifions que 'on peut réduire l'intervalle d’étude de Az & I5 = [0; 3 [

Précisons comment obtenir la courbe A3 en entier. Pour tout ¢ € I3 = ]—%; %[,

ys(—t) = =25y = —ws(b)-
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Par conséquent,

‘Mg(—t) est le symétrique de M3(t) par la symétrie d’axe (Ox). ‘

11 est alors possible de restreindre 1’étude de Ag a

!

et obtenir la totalité de la courbe par la symétrie axiale d’axe (Ox).

2. Déterminons les tableaux de variations des fonctions 3 et y3 sur I5. Précisons les valeurs et/ou les
limites au bord.

Pour tout t € I}, x3(t) = sin?(t). Donc x3 est croissante sur I} comme composée de fonctions qui le
sont sur I et R respectivement et x3(0) = 0, lim z3(¢) = 1. De plus, t + sin3(t) est croissante sur
t—3

1

cos(t) est

I; et t — cos(t) est décroissante sur I et & valeurs dans ]0;1]. Donc par composée, t —
croissante sur I5. Par produit, y3 est croissante sur I5. Enfin,

sin®(t) 1
0)=0 et i t)=1i =—= .
y3(0) ¢ tg% ya(t) tg% cos(t)  OF oo
<3 <3
Conclusion,
t 0 3
1
0
400
0
y5(t)
3. * Calculons ¢ = lim =—=. On a pour tout ¢ € I,
v b w3(t)
x5(t) = 2 cos(t) sin(t) = sin (2t)
() = 3 cos?(t) sin?(t) 4 sin’(t)
cos?(t)
_ (3cos?(t) + sin?(t)) sin®(t)
B cos?(t)
~ (2cos(t) + 1) sin®(t)
B cos?(t) ’
Ainsi,
/= lin% (2cos i t) sin? 2 tl —
250 cos?(t) cos(t) sin(t)
. (2 cos? ) sin(t
= lim
=0 20083(75)
>0
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Conclusion,
£=0.

* On admet alors que la tangente & Az au point M3(0) a pour coefficient directeur ¢. Conclusion,

la tangente & Az au point M3(0) est horizontale.

Donnons les coordonnées du point M3 (%) ainsi que celles d’un vecteur directeur de la tangente & Ag

4.
en ce point. On a
2
n(5) = (%) =
1
n(@) = -
Conclusion,
(s (D) (1) = (3:3)

€3 4 » Y3 4 - 25 9 .

De plus, par les calculs de la question précédente,

T () -4 )

Conclusion, vecteur directeur de la tangente a A3 au point Ms (%) est donné par

J-

O (7)1

A T'aide des limites de x3 et y3, étudions la branche infinie lorsque ¢ tend vers § (asymptote et position
5, la courbe

5.
par rapport a l'asymptote). De par la question [2|on a observe que lorsque ¢ tend vers

A3z admet

une asymptote verticale d’équation x = 1 et se situe a gauche de cette asymptote.

Tragons la courbe Ag surlafenille-de-papier-millimétréfournieaveelesujet. On fera apparaitre les

6.
éléments déterminés dans les questions précédentes :
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Partie D
On consideére les 2 fonctions h et k définies sur I par Vt € Iy,

h(t) = t* (1 + tan’(t))
k(t) = tan(t) + ¢ (1 + tan?(t)).

Ainsi que la famille de droites (Dt),c;, d’équation cartésienne :
k(t)x —y = h(t).
1. Démontrons que Vt € Iy,

'(t)

=2t (1 + tan®(t)) (1 + t tan(t))
K (t) 2 (1

+ tan®(t)) (1 + ttan(t)).
La fonction tan est dérivable sur Iy = ]—%; %[ donc h et k sont dérivables sur I et

W(t)=2t(1+ tan2(t)) + 22 (1+ tan2(t)) tan(t)
=2t (1 + tan(t)) (1 + ttan(t)).

De méme,

K'(t) =1+ tan?(t) + 1 + tan?(t) + 2 (1+ tanQ(t)) tan(t)
=2 (1+tan®(t)) (1 + ttan(t)).

o/i8
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Conclusion,

n (t) 2t (1 + tan®(t)) (1 + ttan(t))
2 (1 + tan®(t)) (1 + ttan(t)).

2. Soit t € I4. Déterminons l'intersection de la droite D; avec ’axe des ordonnées ainsi qu’un vecteur
directeur de la droite D; puis déduisons-en une représentation paramétrique de la droite D;. Soit
M (z,y) un point du plan. On a

DOy o {k(t)x—y:hu) " {y:—hm

=0 x = 0.

Ainsi,

| DN (Oy) = {M (0,—h(t))} .|

De plus, k(t)? — 7 est un vecteur normal a Dy donc i -+ /’c(t)}> est un vecteur directeur de Dj.
Conclusion, une représentation paramétrique de la droite D; est donnée par

D, : {xzs . scR.
y = —h(t) + k(t)s

3. * On souhaite déterminer une représentation paramétrique de I’enveloppe C4 de la famille de droites
(Dt)e 1,» autrement dit, on cherche une courbe Cy4, passant par toutes les droites D; telles que au point
M (t) € Dy, la tangente en M (t) soit exactement D;. Soit A une fonction ¢! sur R. Pour tout t € Iy,
on pose M (t) le point de coordonnées (A(t), k(t) A(t) — h(t)). Vérifions que M (t) € Dy et déterminer
une fonction A pour que dO—M(t) soit colinéaire & 1 (t), un vecteur directeur de D;. On note alors C4

I’ensemble des points M (t) obtenus. Donner des équations paramétriques de C4. Soit ¢ € I4. On a

k() A(t) — (K(t) A1) = h(t)) = h(1).

Donc
M (t) € Dy.
De plus, dans ce cas, puisque \ est €1,
dgitM(t) = N7 + (K()AE) + k)N () = B(t) 7.
Or
doM . o doM .,
T(t) colinéaire a u (t) & det (dt(t), u(t)) =0
X(t) Li_
T RO MO RN @) - ) k)]
& NOK) — (K@) + k@) XN () - H(t) =0
& KO+ ()=0

De plus, pour tout t € [ %[ ttan(t) > 0 et pour tout ¢t € ] 5 0] ttan(t) > 0. Donc pour tout
telp, K (t) =2 (14 tan?(t)) (1 +ttan (t)) > 0. Des lors,

M(t) colinéaire a  (t) = Alt) = Z:Etg

dt t
_ 2 (1+ tan®(2)) (1 4 ttan(t))
2 (1 + tan?(t)) (1 + ttan(t))
=t

10/18
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Par suite, les coordonnées de M (t) sont données par
x(t)y=At) =t
y(t) = (tan(t) + ¢ (1 + tan?(t))) ¢t — t? (1 + tan?(¢)) = ttan(t).
Conclusion, des équations paramétriques de C4 sont données par
=
Cy: v , tely.
y = ttan(t)
4. Déterminons s'il existe une fonction 74 telle que C4 = A4. Posons pour tout t € Iy, r4(t) = ﬁ(t) qui
est bien définie car cos(t) > 0 sur Iy. Alors par la question précédente :
oy _t _
o x(t)=t= 0 cos(t) = r4(t) cos(t) tell
y = ttan(t) = r4(t) sin(t)
Ainsi, en posant
t
Vt € 1y, t) = ,
1 alt) cos(t)
alors
Troisiéme exercice
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
Partie A
L’objectif de cette partie est de déterminer toutes les matrices M de M3 (R) vérifiant
2 -2 3
(&) : M?—-2M=A, ou A=(3 -3 3
4 —4 3
1. Résolvons les trois équations d’inconnue = € R,
(By) 12> —20=0 (By) :2®—2x=—1 (F3):2>-2x=3.
Soit z € R. On a
(Ey) :2* =22 =0 & r(r—2)=0 & r=0 OU z =2
D’autre part,
(Ep) :a? — 2z =—1 & P-4+ 1=0 & (z—12=0 & z=1
Enfin,
(E3) :2® —2x =3 & 2 —22-3=0.
Posons A le discriminant associé. On a A = 44 12 = 16. Ainsi, les racines sont % =3et 22;4 = —1.

Conclusion, ’ensemble solution est donné respectivement par

(A=1{0,2}, A={1}, SHA={-13}]

11/18
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2. * On considere P4 le polynéme défini par P4(X) = det (X 13 — A).
(a) * Déterminons Sp (A) 'ensemble des racines de P4. On a

Pa(X) = det (XI5 — A)

X-2 2 -3
—| -3 X+3 -3
—4 4 X-3

X+1 -X-1 0

= -3 X+3 -3 Ly« Ly — Ly
—4 4 X-3
X+1 0 0
=| =3 X -3 Cy +— Co + C
—4 0 X-3
X -3 , N
=(X+1) 0 X_3 en développant par rapport a Lq

= (X+1)X(X-3).

Conclusion, ’ensemble des racines de P4 est donné par

\Sp(A) = {—1;0;3}-\

(b) * Calculons pour tout A € Sp (A) le noyau Ker (A — A I3).

e Pour A\=—-1,0na
3 -2 3
A+I3=(3 -2 3
4 —4 4

On note que Cy et Co ne sont pas colinéaires. Donc rg (A + I3) > 2. De plus, C; = C3 donc
rg (A + I3) < 2 et donc rg (A + I3) = 2. Par le théoréme du rang, dim (Ker (A — A\ I3)) = 1.

1
Or €y =Csie. C; —C3=0.Donc | 0 | est un vecteur non nul de Ker (A — A I3). Ainsi,
-1
1
Ker (A + I3) = Vect 0
-1
e Pour A\=0, 0n a
2 -2 3
A=13 -3 3
4 —4 3
De méme, on note que Cy = —C4 i.e. C1+Cs = 0 tandis que C7 et C3 ne sont pas colinéaires.
Donc
1
Ker (A) = Vect | |1
0
e Pour A=3,0n a
-1 -2 3
A— 33 = 3 -6 3
4 -4 0

12/18
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On note que C; et Cy ne sont pas colinéaires mais C7 + Cy + C3 = 0. Conclusion,

1
Ker (A —3I3) = Vect | |1
1

(c) Déterminons une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = PDP~! en
classant les coefficients de la diagonale de D par ordre croissant.

Posons
1 1 1
er=101, e2= (1], e3 = |1
-1 0 1
Posons & = (e1,e2,e3). On a
1 11
det(#)=|0 1 1
-1 0 1
1 11
=10 1 1 O3+ C3+C4
01 2
11 , \
=1{ en développant par rapport a Cy
=2—-1=1#0.
Donc 4 est une base de R3. Notons P la matrice de passage de la base canonique & la base % :
1 11
P=(0 11
-1 0 1

Soit f ’endomorphisme canoniquement associé & A dans R3. Par la question précédente, e; €
Ker (A + I3) donc Aey = —e; ou encore f(e1) = —eq. De méme, f (e2) =0 et f (e3) = 3es. Des
lors, la matrice de f dans la base % est donnée par

Par la formule de changement de base,

A=PDP L

3. Soit M € M3 (R). On pose A = P~1MP ou P est la matrice déterminée dans la question 2.

a émontrons que — = =4 — =0D.0Ona = et = - =
Dé M?-2M = A & A?-2A =D.OnaM = PAP~ ' et M?> = PAP~'PAP™!
PA2P~1 Ainsi,
M?*—2M =A & PA%2p~!t _opAP~! = pDP!
P(A*—2A) P~ = PDP!
= A?—2A =D CAR P et P! sont inversibles.

3

Conclusion,

M?—-2M=A & A? —2A = D.

13/18
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On suppose désormais que M est solution de (&7).

(b)

4. (a)

Démontrons que MA = AM. On a

MA=M (M2 — 2M) car M est solution de (&)

= M?* —2M?
= (M?-2M) M
= AM.

Conclusion,

MA=AM.

* Soient A € Sp(A) et X € Ker(A— AI3), X # Ogs. Démontrons que le vecteur Y = M X
appartient a Ker (A — A\ I3) et déduisons-en qu'il existe p € R tel que X € Ker (M — pl3). On a
AY = AMX
=MAX par la question précédente
=M(\X) car X € Ker (A — \I3)
=AMX car A est un scalaire
=\Y.

Conclusion,

|V eKer(A-\Iy).|

Or par la question Ker (A — X I3) est une droite vectorielle (et ce quelque soit la valeur de
A €8Sp(A)). Comme X et Y appartiennent & cette méme droite, alors X et Y sont colinéaires :
ou X =0 ou il existe p € R tel que Y = puX. Or X # 0. Donc MX =Y = pX. Conclusion,

| ER, X € Ker (M- ply).|

Déduisons-en que A est diagonale. Par la question précédente, pour e; définie a la question
il existe up tel que ey € Ker (M — p1l3) donc Me; = pey. De méme il existe ug et ps tels que
Mes = pses et Mes = pses. Donc la matrice de 'application canoniquement associée & M dans
la base &£ est donnée par

~ w00
D=[0 u o0
0 0 w3

Or par la formule de changement de base, D = P~'MP = A par définition de A. Conclusion,

la matrice A est diagonale.

Déterminons toutes les matrices diagonales A vérifiant A? —2A = D. Posons A =

o O R
o o O
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(a,b,c) € R3. On a alors les équivalences suivantes

a2 0 0 a 0 0 -1 00
A2 —2A =D o 0 ¥ o]—-210 b 0]=0 00
0 0 00 ¢ 0 0 3
a?—2a=-1 (Ey)
& —-20=0 (Ey)
2 —2c= (E3)
a =
& b=0 OU b=2
c=—-1 OU ¢=3
10 0 100
VRN A=(0 0 0 ou A=[0 0 0
0 0 —1 0 0 3
10 0 100
ou A=[0 2 0 ou A=[0 2 0
00 —1 0 0 3
Conclusion,
10 0 100 10 0 100
A?—2A =D & A€ 00 0 J,looo}),{o2 0],[{0o 20
0 0 —1 0 0 3 00 —1 0 0 3

(b) Déduisons-en toutes les matrices M vérifiant M? — 2M = A en exprimant ces matrices M a
I’aide de P et de matrices diagonales a préciser. Par les questions précédentes,

M?-—o2M=A & A2 —2A =D

1 0 O 100 1 0 O 100
& A€ o0 0], 0 0)J,{0 2 0 ]),{0 20
0 0 —1 0 0 3 0 0 —1 0 0 3
Conclusion, les matrices solutions sont
1 0 0 100 10 0 100
pPloo o |PYLPlOooOoO])PtPlO0O 2 0 ])|PtPlO 2 0Pt
00 —1 0 0 3 00 —1 0 0 3
Partie B
Cette partie s’intéresse aux matrices M de My (C) vérifiant (&5) : M2 —2M = al ou [ = (é (1)) et a € C.

1. Démontrons que si M € M (C) est solution de (&2), il en est de méme pour toute matrice semblable
A M. Soit N une matrice semblable & M : il existe P € My (C) inversible telle que N = P~1MP.
Alors, on a les équivalences suivantes :

(&) :M*~2M =al &  (PNP')’—2PNP ' =al

PN?P~!' —2PNP™ ! =aPP™!

P(N*—-2N)P ' =P(al) P!

N? 2N =al car P et P~! sont inversibles.

Tt ¢

Conclusion,

toute matrice semblable & M est solution de (&2). ‘
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2. Soient M une solution de (€2) et A * un complexe tel que Ker (M — A1) # {0cz2}. Etablissons que
A2\ = a. Puisque Ker (M — A1) # {0c2}, il existe X € Ker (M — AI), X # Ogz. On a donc
MX = \X puis M?2X = M (AX) = AMX = \? X. Puisque M est solution de (&), M? —2M = al

et donc

(M*-M)X=aX & NX-2\X=aX & XN-2\A=a car X #0c.

3. On note A\j et Ay les deux racines (éventuellement égales) de A2 -2\ =a.

Conclusion,

11
* : —_ —
(a) * Soient « = —1let T = (0 1).

i. On suppose que M est solution de (£2) et que M # I. On note f I'application de C? canoni-
quement associée a M. Justifions qu'il existe es un vecteur de C? tel que ey ¢ Ker (M — I).
On pose alors e; = (M — I) e3. Montrons que % = (e1, e2) est une base de C? et montrons
que matg (f) =T.

Puisque M # I, alors M — I # 02. Donc Ker (M — I) # C2. Donc

Jeg € C% eg ¢ Ker (M —1).

Posons ey = (M — I) ez et B = (e1,e2). Commencons par calculer f (e1) et f (e2). On a

f(e1) = Me;
= M (M —1)es
= (M? = M) ey
=02M —1—M)es car M solution de (&) et o = —1
=(M—1)es
=ej.

De plus, e1 = Mey — eg donc Mey = e1 + eo. Ainsi,
f(e2) = e+ ea.
Montrons maintenant que % est une base de C2. Soit (a,b) € C? tel que
aeq + bea = O¢2.
Alors, par linéarité de f,
f (aeq + bez) = O¢2 & af (e1) +bf (e2) = O¢2 & aei + b (e1 + e2) = Oce.
Ainsi, on a

{ael + beg = O¢e2 - {ael + beg = O¢e2 Ly Ly— Ly

(a+b)er + bea = O¢2 be; = Oce2

Or ep ¢ Ker (M —I) donc e; = (M — I) eg # Ocz. Donc

aej + bea = 02 N ae; = O¢2
a=0
=
o
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Donc A est libre et de cardinal 2 = dim (C2). Donc

’% est une base de C2. ‘

De plus, on a vu que f (e1) = e et f (e2) = e1 + ea. Conclusion,

‘mat,%» (f) = T.‘

ii. Montrons que M est solution de (&) si et seulement si M est semblable & T'. Supposons M
solution de (&2). Si M = I alors M est semblable a I. Si M # I, par la question précédente,
M est semblable a T'. Réciproquement, supposons M semblable & T" ou I. Donc il existe
P € M5 (C) inversible telle que M = PTP~! ou M = PIP~' = 1. Orsi M = PTP~! alors

M? —2M =P (T* - 2T) P!

=7 ((o )20 1)~

_p(~1 0)pa
_P<0 —1>P

=p(-prt
—_ppt=—I.

Donc M est solution de (&2). Et si M =1,
M?—-2M =1—-2I=—1I,

et M est aussi solution de (£2). Conclusion, si a« = —1,

‘M solution de (&2) & M semblable a I ou T'. ‘

(b) Soit o # —1. * Précisons les matrices diagonales D solutions de (&) possibles (a I'aide de A; et

A2). Soit D = <g 2) une matrice diagonale, (a,b) € C2. On a les équivalences suivantes :
. a? 0) (a 0>
D solution de (&2) & (0 )~ 2 0 b= al
N <a2 - 2a 0 ) ol
0 b2 —2b)
a>—2a=a
=
b2 —2b =«
= )\ =
& a=A oy Ja=M
b= X b=M\

Conclusion, les matrices diagonales D possibles sont

A1 O) ()\2 O)
M1 OU X OU (0 Ay Oou 0 A

On peut noter que A\ # \o. En effet, soit A le discriminant de N> —2X = . On a A = 4+ 4a =
4(a+1)#0 car a # —1.
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(¢) Soit aw # —1. On suppose que M est semblable a 'une des matrices D données a la question
précédente. Démontrons que M est solution de (€2). Si M est semblable & Ay I, alors il existe P
une matrice inversible telle que M = P (A I) P~' = \; I. Donc

M?—2M =XTIT-2M\1=(A-2M\)I=0al car )\ solution de A\] -2\ = a

Donc M est bien solution de (£2). De méme si M est semblable a Ay 1.
A

Si M est semblable & Dy = <
0 Ao

). Alors il existe P une matrice inversible telle que M =

PD{P~ 1. Donc

=P g 2) p! car \; et Ao solutions de \> =2\ = «
=P(al) P!
=aol.

A2 0 ) Conclusion, dans tous les cas,

De méme si M est semblable a <
0 X\

‘M est solution de (52).‘

(d) Pour a = 0, donnons une matrice M non diagonale solution de (E2) et explicitons ses 4 coeffi-
cients. Pour « = 0, on a

A2 —2)X=0 & A=A =0 OU A=)y =2.

0). Posons P =

Déterminons alors une matrice non diagonale semblable par exemple a ( 0 9

1 -1 . . . ,17l<1 1) - (0 0> 1
(1 1>.LamatrlcePestmver&bleetonaP =3l 1 . Posons M = P 0 9 P

On a

Alors, par la question précédente,

1 -1
M = (_ 11 > est une matrice non diagonale solution de (&2).

Vérification :

2 orr (1 —1>(1 —1>_ <1 —1>_(2 —2>_ <1 —1>_ ,
M 2M_<—1 1/)\-1 1 201 1) 7 o 2\ 1) =02 OK!



