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Révisions d’algèbre linéaire

Question de cours
1. Enoncer le théorème du rang et donner la caractérisation des isomorphismes.
2. Montrer que le noyau d’une application linéaire est un espace vectoriel.

Exercice 1. Soient E = R3, C = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et F = Vect (e1, e2). On note LF (E) l’ensemble
des endomorphismes de E laissant F stable. Montrer que LF (E) est un espace vectoriel et déterminer sa dimension.

Exercice 2. Pour tout P ∈ K[X], on pose φ (P ) = P
(

X
2
)

+ P
(
1 − X

2
)

− 2P (X).
1. Discuter du degré de φ (P ) en fonction de celui de P .
2. Déterminer le noyau de φ.
3. On pose Q0 = 1 et pour tout n ∈ N∗, Qn = φ (Xn). Montrer que (Q0, . . . , Qn) est une base de Kn[X].

4. Soit Θ : P 7→
∫ 1

0
P (t) dt. Montrer que Im (φ) = Ker (Θ).
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Question de cours
1. Définir une base et les coordonnées d’un vecteur dans une base.
2. Montrer que si f est un projecteur de E, alors...

Exercice 1. Soit A =
Å

0 0
1 0

ã
et ∆ = {M ∈ M2 (R) | AM = MA}.

1. Montrer que ∆ est un espace vectoriel et en déterminer une base.
2. Préciser un supplémentaire de ∆ dans M2 (R).

Exercice 2. Soient n ∈ N∗, p ∈ N∗, E un K-espace vectoriel de dimension n et
(
φ1, . . . , φp

)
∈ L (E,K)p une famille

libre. On considère Ψ : E → Kp

x 7→
(
φ1(x), φ2(x), · · · , φp(x)

) .

1. Montrer que Ker (Ψ) = Ker (φ1) ∩ · · · ∩ Ker
(
φp

)
.

2. Déterminer le rang de Ψ.
3. En déduire la dimension de Ker (φ1) ∩ · · · ∩ Ker

(
φp

)
.
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Question de cours
1. Caractériser les supplémentaires en dimension finie.
2. Démontrer que Sn (R) et An (R) sont supplémentaires dans Mn (R).

Exercice 1. Montrer que B =
(
X − 1, X + 1, X2) est une base de R2[X] et déterminer les coordonnées de P ∈ R2[X]

dans cette base.

Exercice 2. Soient n ∈ N∗, A ∈ Mn (K) une matrice nilpotente d’ordre n : An−1 ̸= 0n et An = 0n. Montrer que A
est semblable à la matrice à

0 0 . . . 0

1 0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 . . . 1 0

í
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