Mathématiques PTSI, DS2 Cor Samedi 8 Novembre 2025

Corrigé du Devoir Surveillé 2
Complexes, calcul algébrique

Probleme I - Trigonométrie

On pose -
0= %
1. Soit z € R.
(a) Par le cours, on a directement
cos (2x) = cos (z 4 x) = cos?(z) — sin?(z) = 2 cos?(z) — 1 par la relation fondamentale

Conclusion,

cos (2z) = 2cos?(x) — 1.

(b) On a les égalités suivantes :

cos (3z) = cos (2x) cos(z) — sin (2x) sin(x)
=(2 cos?(z) — 1) cos(z) — 2 cos(z) sin(z) sin(z) par la question précédente
= 2cos’(z) — cos(z) — 2 cos(x) sin’(x)
= 2cos’(x) — cos(z) — 2 cos(x) (1- COSQ(x))
)

= 4cos®(z) — 3cos(x).

Vérifions notre résultat, si 2 = 0, on a bien 4 cos?(0) —3 cos(0) = 4—3 = 1 = cos (3z). Conclusion,

cos (3x) = 4 cos®(x) — 3cos(x).

(c) On a les égalités suivantes :

sin (3x) = sin (2z + ) = sin (2z) cos(z) + sin(x) cos (2z)
= 2 cos®(z) sin(z) + sin(z) (1 — 2sin*(z))
=2(1- sin2(:c)) sin(z) + sin(z) — 2sin3(2)
= 3sin(z) — 4sin®(z).

Vérifions, si x = 7,

alors sin (3z) = sin (2£) = —1 et on a bien 3sin(z) — 4sin®(z) = 3sin (3) —
4sin® (3) = 3 —4 = —1. Conclusion,

2

sin (3z) = 3sin(z) — 4sin®(x).

Partie 1 : Premiére méthode

2. Ona 2025 202 x 1045
X
20250 = = F T=202x2r+7 =7 [27].

La fonction cosinus étant 27 périodique, on en déduit que

‘cos (202560) = cos () = —1. ‘
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3. On observe que
5 5

Par conséquent,

‘cos (30) = cos (m — 20) = — cos (26). ‘

4. A l'aide des questions et on en déduit directement que
4 cos® () — 3cos (0) = — (2cos® () — 1) = 1 — 2cos” (6) .

Conclusion,

4cos® (0) + 2cos? (A) — 3cos (0) — 1 = 0.

5. Méthode 1. Soit (a,b,c) € R3. En développant, on remarque que
(X +1) (aX®*+bX +¢) =aX? +bX* +cX +aX’+bX +c=aX’+ (a+b) X*+ (b+c) X +c.

On remarque alors que si

a=4 a=4

a+b=2 b=2—-a=2—-4=-2
=

b+c=-3 b+ec=-2—-1=-30k

c=—1 c=—1

alors, on a bien
(X +1) (aX®+bX 4+¢) =4X° +2X? - 3X — 1.

Conclusion, [pour a =4, b= —2et c=—1,ona 4X% +2X? -3X — 1= (X +1) (aX2 +bX—|—c) )

Méthode 2. On a 4(—1)> +2(~=1)> =3(=1) =1 = —4+2+3 —1 = 0. Donc —1 est une racine de
4X3 4+ 2X?% —3X — 1. Ainsi, en factorisant

AX34+2X? —3X —1= (X +1) (4X*-2X —1).

Conclusion, |[pour a =4, b= —2et c=—1,ona 4X? +2X? -3X — 1= (X +1) (aX2 +bX+c) .

6. Nous avions 4 cos® (6) + 2cos? (§) — 3cos () — 1 = 0. Posons X = cos (#). Alors par la question
précédente, on en déduit que

(X+1)(4X*-2X-1)=0 &  X+1=00U4X’>—-2X -1

Soit A le discriminant de 4X? —2X — 1, on a A = 4 + 16 = 20. Ainsi les racines associées sont
2*%‘/5 = 1+4\/5 et 174‘/5. Des lors,

1 1—
X=-10UX= +\/50UX: V5
4 4
Orf =% ¢ ]O;g[. Donc X = cos(#) € ]0;1]. Comme —1 < 0 et 1—T\/§ < 0, on en déduit que
xX=1 4\/5. Conclusion,

COS(W):l—i—\/B

5 4
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7. Commencons par calculer sin (%) Par la relation fondamentale,

5 5 4 16 8 8

Shlg(ﬂ):1_COSQ(W):1_(1+\/5>2:1_1+5+2\/5:1_3+\/5:5—\/5.

Donc sin () = + 57T\/5. Or § =% €]0; 5[ donc sin (#) > 0. Ainsi,

Par suite,

5-5
3+V5

:\/(5—\/5) (3—V/5)

9-5

_\/15—3\/5—5\/5+5
B 4

~]20-8V5
_,/f.

Conclusion,

Partie 2 : Deuxiéme méthode

8. Soit x € R. On a les équivalences suivantes :

€T
in(=)=0 &
Sll’l<2>

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

| =2nZ={2kr |keZL}.|

9. Soit ¢ € R, on a les égalités entre réels suivantes :

(2cos (¢) + 1) sin <g) = 2cos (p) sin (g) + sin <g>

i (545) in (=) 0 )

3
= sin (;) — sin (g) + sin (%) car le sinus est impair

= sin (3—)
- 5 )
3¢

Vo eR, (2cos (¢) + 1) sin (%) = sin <2) :

Conclusion,
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10. Soit a € R et ¢ € ]0;27[. On a les égalités entre réels suivantes :

cos (a) 4 cos (a + ¢) + cos (a + 2 ¢) = cos (a) + cos (a + 2 ) + cos (a + ¢)

a+a+2gp> OS(a—(a—l—2<p)
2

(O]}

>+cos(a+g0)

= 2cos (a + @) cos (— ) + cos (a + ¢)

= 2cos (a+ @) cos (p) + cos (a+ @) par parité du cosinus

= (2cos () + 1) cos (a+ ).
Or d’apres la question précédente, (2 cos (¢) 4 1)sin (£) = sin ( ) De plus ¢ € ]0; 27| donc ¢ ¢ 27Z.
Ainsi, d’apres la question ., on en déduit que sin (%) =# 0. Des lors,

3¢
ain (%)
2cos(p) +1=——.
sin (%)
Ainsi,
sin (37"”)
cos (a) + cos (a + p) + cos (a+2p) = —— =3~ cos (a + ¢).
S1n (5)
Conclusion,
sin (37“")
Va € R, V¢ €]0; 2], cos (a) + cos (a + @) + cos (a + 2 ) = cos (a + ¢) _7(50).
sin (£
2
11. Prenons a = 6 et p = 20 = <& € ]0; 2x[. Alors par la question précédente,
30
cos (6) + cos (30) + cos (50) = cos (36) Sslﬁl((e))

Observons que 50 = 7 et donc cos (56) = cos (m) = —1. De plus,

sin (30)  cos (30)sin (30)  sin (60)
cs@) i@ T sm@  2sm(d)

Or 60 =52 =Z 47 =0+n Dol, sin (60) = —sin (f) et par suite,

sin (39) —sin(0) 1
cos (36) sin () ~ 2sin(0) 2

Par conséquent,
1
cos (0) 4+ cos (30) — 1 = —5

Conclusion,

cos (0) 4 cos (30) = -

12. Par une formule du cours, on a

cos (0) cos (30) cos (6 + 36) ;Lcos (60 — 36) _ cos (40) —|—2COS (—29)‘

Par parité du cosinus, on en déduit que

cos (46) + cos (20)'

cos (6) cos (30) = 5
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13. On a vu a la question [3.| que cos (20) = — cos (36). De plus, cos (40) = cos (m — 0) = —cos (#). Ainsi,
—cos(f) —cos(36) 1

cos (6) cos (30) = 5 =3 (cos (0) + cos (36)) .
Donc par la question on en déduit que
1 1 1
cos () cos (30) = —5X5="7
Conclusion,
1
cos () cos (36) = T

14. Par la question on a
1
cos (36) = 5 —cos 09) .

Donc par la question précédente,

—i = cos () cos (30) = cos (0) B — cos ((9)} = %COS (0) — cos?® (6) .

Conclusion, cos (0) vérifie ’équation d’inconnue X € R, suivante :

1 1
X -_X--=0.
2 4
15. Soit A le discriminant de cette équation. On a A = % 4+ 1 = 3. Donc les racines associées sont

1,465
2+22 = 1+4‘/5 et 174‘/5. Or d e ]0; 3 [ Par conséquent, cos (0) > 0. Or 17‘[ < 0. Conclusion,

<7r) 14++5
cos(—| = .
5 4

Partie 3 : Une inéquation trigonométrique

On souhaite résoudre 'inéquation trigonométrique suivante d’inconnue x € R :
3
(E) cos®(z) sin (3z) + sin®(z) cos (3z) < [ (1 — cos (4z)) .

16. Soit 2 € R. On pose A = cos?(z) sin (3z) + sin®(z) cos (3z).
(a) Par la question [ on a sin (3z) = 3sin(x) — 4sin®(z) et cos (3x) = 4 cos?(z) — 3 cos(w). Ainsi,
A = cos®(x) sin (3x) + sin®(z) cos (3)
3(x) sin(z) — 4 cos® () sin®(x) 4+ 4sin3(z) cos®(z) — 3sin®(x) cos(x)
) sin(

sin(z) — 3sin®(x) cos(z).

= 3cos’(xz

(
= 3cos®(z

Conclusion, en factorisant par 3 cos(x)sin(x),

A = 3cos(z) sin(z) [cos®(z) — sin®*(z)] .

(b) On sait que cos(z) sin(z) = 1 sin (2z) et cos?(z) — sin?(z) = cos (2x). Ainsi,

A= ;sin (22) cos (22) = zsin (4z) .

Conclusion, | A = Asin (u) avec A = 2 et u = 4z |
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17. Soit x € R. Par ce qui précede, on a les équivalences suivantes :

I3

(E) cos® () sin (3z) + sin®(z) cos (3x) < (1 —cos (4x))

oI5

& A< — (1 —cos(4z))

& %sin (4x) < \{f (1 — cos (4x))
& V/3sin (4z) + cos (4z) < 1.

Cherchons la forme polaire/normalisée du terme de gauche. On a
1 3
V/3sin (4z) + cos (4z) = 2 (2 cos (4z) + \g sin (43:))

=2 (cos (g) cos (4z) + sin (g) sin (43:))

T
=2 (4 —f).
COS xXr 3

Par conséquent,
(E) & 2 cos (456 - g) <1

o eos(-3) <y (3)
0 —— < == —
cos | 4x 3 > Cos

N EIkeZ,%—i—anrgzm T 27r—§+2k7r

2
s Tkez, §+2k7r<4:):<27r+2k7r
Vs

™ Vs T
JkeZ, — —<z< o =
& ke ,6+/<:2 T 2+k2

Conclusion, I’ensemble des solutions de (E) est donné par

S = kLejZ[ D (et )2]

Probléme II - Complexes

Pour tout a € C, on définit
(C*

— C
z = Z

244
2z

Partie 1 : Quelques calculs

1. On sait que 27 = 2 e'2. De plus, on a les égalités entre complexes suivantes :

fi:2<ﬂi>:2e—i’é.

2 2

Conclusion, les formes polaires demandées sont données par

2i = 2¢'%, V3—i=2e""%.

2. On suppose que a = 41.
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(a) Par définition de f, on a les égalités suivantes entre complexes :
(202 + 4i
20) = ———
—4+4i
T
141
{
(=1+1)(—1)
=i+ 1.

1+i:\[(f+fz):\/§eiz.

Puis,

Conclusion,

f2i)=1+i=+2¢"7.

(b) De la méme fagon,

(V3 —i)" +4i
2 (V3 —1)
3—-2V3i—1+4i
2(V3—1)
2—2V3i+4i
T 2(VB-)
1—3i+2i
V3—i
~(1=V3Bi+2i) (V3+1)
3+1
VB+i—3i+V3+2V3i—2
4
23 -2-2i+2V3i
4
V3—1+i(V3-1)i

2
= ‘/52_1(1“‘).

F(V3—i) =

De la, on en déduit que

(Wim) =t Z) R

13

> o )=

Conclusion,

3. On suppose que a = 1.
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(a)

(b)

Soit z € U. Notamment, z # 0, donc f(z) existe. On a les équivalences suivantes :

fla)eR = f(2)=f(2)

< 22 2z

& P2E4+z=272+2 car z # 0

& 2z +z2=Z2]"+ =

& 24+Z2=Z2+=% car z € Uie. 2| = 1.

La derniére assertion étant vraie, on en conclut que

VzeU,  f(z) eR/]

Soit 8 € R. On a les égalités entre complexes suivantes :

0\ ()" +1
f(eZ )_ 2¢il
eQiG 41
2ett
(0 +1) e~10
2
ei0+e—i9
2
= cos (0) par la formule d’Euler.

Conclusion,

Vo eR, f(ew) = cos (0) .

On procede comme indiqué par double inclusion. Montrons que f (U) C [—1;1]. Soit z € f (U).
Par définition, il existe u € U tel que z = f (u). Puisque u € U, il existe # € R tel que u = e,
Donc par la question précédente,

En particulier,
z=cos(0) € [-1;1].

On a donc établi que pour tout = € f (U), z € [—1;1]. Par conséquent,
fU) C[=11].

Réciproquement, soit € [—1;1]. Alors, il existe § € R tel que x = cos(f) (en posant § =
arccos (x) par exemple). Donc par la question précédente,

x=-cos(f)=f (eie) .
Posons u = e?. Alors u € U et par suite, f (u) € f (U). Ainsi,

z=f(u) € f(U).

Finalement, pour tout = € [-1;1], on a x € f (U) et donc
[~1;1] c f(U).

Conclusion, par double inclusion,

() =[-1;1].]
8/23)
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4. On suppose que a € R’ . Soit z € C*. On a les équivalences suivantes :

z € f< (iR) & f(z) €iR
& fe)=-f(2)
z2+a 72 + « .
& = —— cra=«ocara € R
2z 2z
& (z2+a) 2Z = -2z (Z2+oz) car z # 0
& 22|2|* 4 207 = -2z |2)* — 220
& z|z* + oz = =2 |2)? - 20
& 22 (z+%) +a(z+2) =0
& (|z|2+a) (z+2)=0
& z24+z=0 car |z|*> > 0 et a > 0 donc |z> + a > 0
= 2Re(z) =0
& z €iR.
Conclusion,

/7 (iR) =R\ {0} .|

Partie 2 : Etude d’une suite complexe

Soit B € C tel que Re () > 0. On pose alors a = 32 et on note

’P+:{ZG<C‘R6(Z)>O}.
B
5. Soit z =a+ib € C\iR.

(a) On sait que z ¢ iR, donc et

1 1 a—1b a b

2_a+ib:a2+b2 :a2+b2_2a2+b2'

Conclusion, la forme algébrique de 1/z est donnée par

1 a .b

z:a2—|—b2_za2+b2'

(b) Par définition, Re (z) = a et par la question précédente, Re (1) = Ainsi,

_a _
a?+b2"

1 a?
Re (Z) Re (Z> = m

Donc Re (2) Re (1) > 0. Montrons que Re () Re (1) # 0. Procédons par I’absurde, supposons
Re (z) Re (%) =0 ie. % = 0 et donc nécessairement a = 0 ou encore z = ib € iR, ce qui
contredit ’hypotheése initiale. Conclusion,

Re (z) Re (1) > 0.

z

6. Soit z € C tel que % € C\ iR. Posons 2’ = % Puisque 2’ € C\ iR, par la question précédente,
1
Re () Re (,) >0 &  Re (z) Re <ﬁ> > 0.
z I3 z

YeE
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7. Montrons que f (P4) C P+. Soit z € f (P4+). Montrons que z € P,. Par définition, il existe z; € Py
tel que z = f(z1). Puisque z1 € P4, on a Re ( ﬁ) > 0. Nécessairement, Re( ) # 0 et donc Zl ¢ iR.

Par la question précédente,
«o
Re ( ) Re ( > > 0.
B Bz

Re (;za) > 0.

On veut montrer que z € P, i.e. Re (%) >0.0na

R () =re(F52) = e (557) = e (5) + e (5)

Or, on a vu précédemment que Re (%) > 0 et que Re (6&) > 0. D’ou,

Re <;> > 0.

Ou encore z € P4. Donc on a montré que pour tout z € f (P4), z € P4. Conclusion,

Comme Re ( ) > (0, on obtient

W

f(Py) C Py
On fixe zp = « et pour tout n € N, on pose
2n — B
Z =J(z et Wp, = .
n+1 f( n) n 2+ 6
8. On procede par récurrence. Posons pour tout n € N,
P(n) : « zp existe et z, € Py »

Initialisation. Si n = 0, par définition, zp = a. Donc zg existe. Montrons que a € P4. On a,

Re <g> Re (5;) —Re(B) >0  par hypothése.

Donc zp = a € Py et ainsi Z2(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie et montrons & (n + 1). Par hypothése de récurrence, z,

existe et z, € P4. Donc Re( ) > 0. Nécessairement, " # 0 ou encore z, # 0. Donc z,+1 = f (z)
existe. De plus, z, € P4. Donc, par la question [7]

zn1 = fzn) € f(Py) C Py,
ce qui démontre & (n + 1).

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

‘Vn €N, zn €existe et z, € Py.

10/]23]
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9. Soit n € N. Puisque z, € P4, on a Re (%”) > 0. Supposons z, + 8 = 0. Alors z, = —f et par suite,

Re (%”) = Re(—1) = —1 < 0, contradiction. Donc z, + 5 # 0. Ainsi, w,, = EZ;g existe. Conclusion,

‘Vn €N, wy, existe. ‘

10. Soit n € N. On a les égalités entre complexes suivantes :

Znt1 — B
Zn+1 + ﬂ
f(z) =B
f(zn) + 8

z%—‘roc o B

2Zn

zg;:a 1B
22— 22,8+«
224+ 22,8+«
22 — 22,8+ 32
22 + 22,8 + B2
_ (2n — /8)2

(2 +B)?

2
n

W41 =

= w

Conclusion,

Vn € N, Wpt1 = (wn)2 )

. L . 2 2
11. Par la question précédente, on a w; = w%, puis we = w? = (wo) = w{‘j, wy = (wo) = wg. Par
récurrence, on montre que

Vn € N, wy, = w3

12. (a) On a les équivalences suivantes :

B-17 <|8+1)? & 18> — 2Re (BT) + 1 < |B]> + 2Re (B) + 1
& 4Re (B) > 0.

La derniere assertion est vraie par hypothese. Conclusion,

18—1P <1 +17.]

(b) Par définition,

lwo| =

w0-B|_|la=B] _|F-8|_|6-1
Py _'OH-ﬁ _|52+ﬁ‘_‘5+1" car $ # 0 car Re () > 0

Or par la question précédente, |5 — 1\2 < |B+ 1\2 i.e. par la stricte croissante de la fonction
carrée sur Ry, |5 — 1| < |8 + 1|. Ainsi,

—1
o] = ’5‘ <1.

B+1

Conclusion,

11/]23
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(c) Soit n € N. Par la strict croissance de la fonction x — 22" sur Ry, on déduit de la question
précédente que

wol” <1 =1 & |uf'|<1 e jul<l
Conclusion,
(VneN,  |w,|<1]
13. Soit n € N. On a les équivalences suivantes :
_ Zn — ﬁ —
Wy, = & Wp (2n+ 8) =20, — B car on a vu que z, + 3 # 0
Zn + P
& Zn (wy, — 1) = =0 — wy, .

Par la question précédente, |w,| < 1 donc w,, # 1. Ainsi,

= _B_wnﬁzﬁl‘i‘wn

wy, — 1 1—wy,

Conclusion,

1+ wy,
1—wy,

Vn € N, zn = f

14. On rappelle que pour g € C, si |¢] < 1, alors lim ¢" =0. On a vu que |wy| < 1 et lim 2" = +oo.
n—-+0o00 n—-+0o00

Donc par composée de limites,
. n .
lim w2 = lim wh = 0.
n—-+oo p—+o0

Donc par la question précédente, (zy,),cy converge et

. . 1+ wy
ngr—ir-loozn o ngr—ir—looﬂl — Wp, =5

Conclusion,

lim z, = 0.
n—+oo

En construisant ainsi récursivement (zn),cn Znt1 = f (2n), on construit une suite qui converge vers

une racine carrée de o.

Probleme III - Calcul algébrique

Pour tout n € N, on pose
” 1 n
Sn=> ( )
o k+1\k
On se propose de calculer S, par deux méthodes.
Partie 1 : Méthode 1

Pour tout z € R et tout n € N, on pose également

12/23
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1. Préciser Sy, S1, S9 et S3. On a les égalités entre réels suivantes :

Puis,
1
1 1 1 1/1 1
! kz:%)k:—l—l(k:) ><<0>+2<1) *y
De méme,
2
1 2 2 1/(2 1/2
Sy = =1 — — =1
= ()= () 2 0) +5() -
Enfin,
1 3 3 1/3 1/3
S: _— :1 — —
=2 ()= (0) () +5()
Conclusion,
3 7 15
So =1, 51—5, 52—57 53—1.

Soit « € R et n € N, calculons f,(x). On reconnait un binéme de Newton, on a donc

fulz) = a (Z) = fulz) =Y x’“l”"“(}j) = (z+1)".
k=0

k=0

Conclusion,

Vo eR, VneN, fu(z)=(z+1)".|

Soit n € N. Déterminons une primitive de f,, sur R. Par la question précédente, on observe directement

que

R — R
(x+1)n+1
n+1

T =

est une primitive de f, sur R.

. Déduisons-en qu’il existe K,, € R tel que

n k+1 1n+1
Ve eR, S (n):W+Kn.
k=0

— i+ 1\k

On sait que pour tout = € R,
“ n
fale) =3 (k |
k=0

Des lors, une autre primitive de f,, sur R est donnée par

R — R

o 22:0%(2)

Or deux primitives d’'une méme fonction sont égales & une constante prés. Ainsi, il existe K, € R tel

que Vx € R, G,,(z) = F,(x) + K,,. Conclusion,

— k+1\k n+1

n k+1 1 n+1
Ve eR, S - <n):(x+)+Kn.
k=0

13 /23
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5. Déterminons la valeur de K,. Puisque 1’égalité précédente est vraie sur R, en prenant x = 0 en
particulier, on obtient que

"0 (o) ()" 1 1
- = K, = 0= K, = K, =— .
§k+1(k) n—1—1+ " n+1+ " " n+1
Conclusion,
_ 1
"4l

6. Déduisons-en le calcul de S,,. Par les deux questions précédentes,

nok+l 1)+t 1
Vz € R, E a: " :(:c+ ) — .
k:ok+1 k n+1 n+1

En particulier, pour x = 1,

Z": 1 (n) @™ 1
Zk+1\E) n+l n+l

2n+1 -1

Conclusion,

VneN, S,=

n—+1

7. Vérifions la cohérence de notre résultat avec la question [1.| Si 'on prend n = 0, 1, 2 et 3 dans la
question précédente, on obtient,

22-1 3

2l —1 21 7

2'—1 15
1 2 2’ 3 3’ 4 4

So =

Conclusion,

cela est cohérent avec la question ‘

Partie 2 : Méthode 2

Soit n € N.
8. Montrons que pour tout k& € [0;n], ﬁ(ﬁ) = nil (Zﬁ) Soit k € [0;n]. On a
1 ny 1 n!
kri\k) Tkt 1k (n— k)
n!
S (k+ D! (n—k)!
1 (n+1)!
S n+1(k+ 1) (n—k)!
1 (n+1)!

ntl(k+ D) (n+1—k—1)

_ 1 n—+1
Cn+1\k+1)

1 (n) 1 (n+1
vk € [0; = .
€ [0sml, k+1<k) n+1(k+1)

Conclusion,
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9. Retrouvons alors la valeur .S,,. Par définition,
i)
Sn=> —, )
o k+H1\k
Par la question précédente,

1 n+1
S”_Zn+1<k+1)

k=0

1 " 1 1
- Z net car est indépendant de k.
n+1 = kE+1 n+1

Posons k =k +1ie k=k—1.Si k=0, alors k=1, si k =n, alors k = n + 1. Ainsi,

1 "t
Sn_n+lz< k

k=1
= Z nt car I'indice est muet
n+1 P k
_ <Z "Z 1
n+1 —n
1 ntl . .
= ((1 +1) — 1) car on reconnait un bindéme de Newton
n+1
2nt —1
 on+1
Conclusion, on retrouve bien que
2n+1 -1
VvneN, S,=————
" " n+1

n 1 ~
10. Déduisons-en le calcul de T;,, = Z - (" . Effectuons l'inversion d’indice k = n — k i.e.
P k+1\k

k=n—k Sik=0k=netsik=n, k=0. Ainsi,

)

) car 'indice de sommation est muet

T

I
]
r-
I
-+
gl

3

e
I
=

[
(]
=N

- +
o

n
k

+1

("
(

I
M=

) par propriété du coefficient binomial

I
wn =
T4

Conclusion, par ce qui précede,

2n+1 —1

YvneN, T,=5,=—
n—+1

15 /23



.
o
e s Ko Mathématiques PTSI, DS2 Cor Samedi 8 Novembre 2025

Partie 3 : La série harmonique

On g’intéresse maintenant a la somme suivante : on pose pour tout n € N*,

n
1
k=1
11. Calculons Hy, Ho, H3 et Hy. On a
1
1 1
k:lk 1
De méme,
2
1 1 1 3
H: _ = — _ = —,
2 Zk 17273
k=1
Puis,
1 1 11
Hy=14+-+-=—.
3 +2—|—3 6
Enfin,
Hoqpa Ll ol 1111 2243 9%
T T T3 T T 6 T 12 1
Conclusion,
3 11 25
Hi=1, Ho=-, Hy3y=—, Hy=—.
1 ) 2 27 3 67 4 12

12. Soit n € N*. Exprimons H, 11 en fonction de H,. Par définition, on a

3
T
=

1
Hn-l—l = E
k=1
gl
= k n+1
1
=H
nt n+1
Conclusion,
1
Vn e N H =H, _
n ) n+1 n+ n+1

13. Déduisons-en que la suite (Hp), o+ est strictement croissante. Pour tout n € N*, n%rl > 0. Donc par
la question précédente,

1
VneN" H,.1=H,+——> H,.
n—+1

Conclusion,

la suite (M), o+ est strictement croissante.

14. Soit p € N*. Ecrivons Ho, — Hj, sous la forme d’une unique somme. Par définition,

2 Xp: 1
Hy, — H, = - — -
k=1 k k=1 k

k=p+1 k

Conclusion,
2p 1
VpeN*, Hoyp—Hp= > =

k=p+1
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15. A l'aide d’un encadrement de %, montrons que pour tout p € N*, % < Hyp, — Hp < 1. Soit p € N*.
Pour tout k& € [p;2p], on a

En sommant entre p et 2p :
2p 2p 1

Z*\Z <>

k=p+1 2p k= p+1 k:p+1p

Or i et % ne dépendent pas du compteur donc :

1 1
Z 1 < Hop — Z 1 & 2—(2p—p—1—|—1)<H2p—Hp<f(2p—p—1+1)
pk =p+1 pk —pr1 p

1 _

3 S

Conclusion, on obtient bien que

Vp € N, <H2p*Hp<1.

N

16. Montrons par récurrence que pour tout n € N, Hon > % + 1. Posons pour tout n € N*,
n
P(n): « Hon > §+1 ».

Initialisation. Sin =0, on a Hon = Hyo = Hy =1 et 5 +1=1. Donc Han > 5 + 1 et F(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que &(n) = Z?(n+1). Supposons que & (n) est vraie. i.e. Hyn > §+1
et démontrons alors que & (n + 1) l'est aussi. En posant p = 2", par la question précédente,

1 1
H2n+1 H2><2n = HQP H + = 2 - H2n + 5
Donc par ’hypotheése de récurrence,
n 1 n+1
2t 2 5 + 1+ 5 5

Dot Z(n + 1) est vraie. Conclusion, pour tout n € N, & (n) est vraie :

\V/HGN, H2n>g+].

Partie 4 : Avec une décomposition en éléments simples

Hy,
On pose pour tout n € N*, V,, = TSN
posep Z E+1)(k+2)
17. Déterminons a et b deux réels tels que pour tout k € N, m = #11 + k%é. Soient (a,b) € R2,
Pour tout £ € N, on a
a b alk+2)+b(k+1) (a+bk+2a+b

il ki2 kDR E2) i) (E+2)

Pour que m = ﬁ—kﬁfﬂ on note alors qu’il suffit d’avoir
a+b=0 o a+b=0 - a=1
2a+b=1 a=1 Lo+ Lo—14 b=—-a=-1.
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Conclusion, pour a =1let b= —1,0on a

1 1 1

Vk € N — S
N T DR+ kil kro

n
1
18. Déduisons-en pour tout n € N* la valeur de U, = E —_——
= (k+1)(k+2)

. Soit n € N*. Par la question

précédente,
1

U=y ——— = — ).
g;@H4J%+2) Z;<k+1 k+2>

On reconnait une somme télescopique donc

. 1 11 1
" 141 n+2 2 n+2
Conclusion,
1 1
VneN* U,==-— .
neENL Un=57 000

n
. Hy  Hgp .
19. Soit n € N*. Montrons que V,, = E ( — + U,. Par la question [17.
= k+1 k42

n H,
Vo = _
kz::l(k—i-l)(k—i—2)
" 1 1
Sl o)
k1 k2
()
Z\k+1 k+2
Or par la question Hy=Hygq — %“rl Ainsi,
“( H,  Hpn 1 >
Vn:Z< - +
o \k+1 k2 (k+1)(kE+2)
- H H “ 1
:Z<k+k1_k:+;>+z(k+1)(k+2)
k=1 k=1
i H H
:Z< ko k+1)+Un_
Z\k+1 k+2

Conclusion, on obtient bien que

N - H;y, Hyq
Vn e N, V”:Z<k+1_k+2

)40
k=1

20. Déduisons-en une expression de V,, en fonction de H, 1. Soit n € N*. Par la question précédente et

la question [I8]
n
H, Hk+1) 11
Vo= (- LR
" kz::l F+l k+2) 2wt

18/23)
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On reconnait une somme télescopique :

Hn+1 1 1
Vi, = Hil+1-— - —
w = fracH;1 + n—|—2+2 "2

L Hun 1 1

2 n+2 2 n+2

1 _ 1 +Hn+1
n+2
Conclusion,
1+ H
VneN*, V,=1—-ntt
n+ 2

Partie 5 : Dans deux sommes doubles

Soit n € N.
n

21. (a) Ecrivons Z Hj, comme une somme double. Par définition de Hy,
k=1

-y -

k=1 k=1i=1 1<i<k<n

Conclusion,

n
(b) En intervertissant ’ordre de sommation, déduisons-en que Z Hy=(n+1)H,—n.Ona
k=1

" n—i+1 1
= Z  —— car — ne dépend pas du compteur interne k
; i

n 1 n
=1 =1
=(n+1)H, —n.
Conclusion,
n
Vn € N¥, ZHk =(n+1)H, —n.
k=1
" 1
(a) On suppose n > 2 et on fixe i € [1;n — 1]. Montrons que Z —— = H,,, ou m est un entier
S~ =i
Jj=1+1

que l'on précisera. Effectuons le glissement d’indice j = j — i ie. j = j + 4. Si j = i + 1, alors
j=1etsij=nmn,alors j =n —i. Ainsi,

(2

n n—i
Y =y
jEd Tt s
n—i 1
= - car 'indice de sommation est muet
=1/
=Hp
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Conclusion, avec m = n — i,

n
Vie[Lin—1], > L _ H,_,;
j=ierd T
(b) Déduisons-en que Z L =n(H, —1). On est en présence d’'une somme double triangu-
1<icj<nd ¢
laire, alors
1 n—1

Par la question précédente,
1 n—1

DI S

1<icj<nd TV =1

Posonsi=n—iie.i=n—4.Sii=1,i=n—1etsii=mn—1, alors ¢« = 1. Ainsi,

1 n—1 n—1
Z — = Z H: = H;, car I'indice de sommation est muet.
1<i<j<nd TV i k=1
Par la question comme n > 2, n — 1 € N*, on obtient,
1
Z -=n—-14+1)H,1—(n—1)=nH,_1 —n+1.

1<i<j<nd Tt

Or par la question E H, 1=H, - % Ainsi,

1
Z ,:n(Hn—)—n—f—l:an—l—n—l—l:an—n.
n

e ) — 1
1<7,<j<n‘7

1

Conclusion,

1

Vn > 2, Z

— ) — 1
1<i<g<sn J

=n(H,—1).

Partie 6 : Avec des coeflicients binomiaux

" k
On pose pour tout n € N* et tout m € [0;n], By, = Z ( Hy,.
k=1

22. Pour tout n € N, on pose

" [k n+1
P(n) . vm € [0;n], = )
o wmeion (1) (110)

Démontrons que pour tout n € N, Z(n) est vraie. On procede par récurrence.

Initialisation. Sin =0, on a

()= () (0)=)
901 Vm 0,0, = » q — )
(0) « el ]]lg](m mat)” & “lg L)

& « 1 =1 » toujours vraie.

Donc Z2(0) est vraie.

20//23
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23.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que Z(n) = Z(n+ 1). Supposons Z(n) vraie i.e. Vm € [0;n],
i 1
Z <k) = <n+ ) Démontrons & (n + 1). Soit m € [0;n + 1]. On calcule :

= \m m+1
2 ()50 ()

Sim =mn+ 1, pour tout k € [0;n], on a (fl) = (nkl) = 0. Donc

n+1
k 1
o \' n +

):1. Doncsim=n+1,ona
§f<k>__(n+2>
o \m m+1
Supposons maintenant que m € [0; n]. Alors par hypothese de récurrence,
n+1 n
k k n+1
k=0 k=0
n+1 n+1
m+1 m

2
= (n + > par la formule de Pascal.

n+2) — (n+2

D’autre part, (m+1 n+2

m—+1

vm € [0;n + 1], Til (:;) = (;ii)

k=0

Dans tous les cas,

Donc Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

" [k 1
Vn € N, Vm € [0;n], Z (m) = (:z—:— 1).

k=0

D’aprés la question [8] pour tout i € [1;n], en posant n =i —1 € [O;n—1],ie.i=n+1, et k=m
on a

1 i\ 1 (a+1) 1 (@) 1 [i-1

i\m+1) #a+1\k+1) k+1\k) m+1\ m )
i—l)

"1 ) 1
Soient n € N* et m € [0;n]. A laide de la question [8.| calculons ; i (m:— 1) = m—&—l(mj— 1).

Des lors,

Zi(m—f—l) - ,:lm—i—l

=1 %

~
3
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Posons k=i—1lie.i=k+1.Sii=1,k=0etsii=mn, k=n—1. Ainsi,
n . n—1
Zl i _ 1 Z k
—i\m+1 m+ 1= m)]’

Donc par la question précédente, si m € [0;n — 1],

n .
Z} 7 _ 1 n
Z,_li(m—l—1> m+1<m+1>'

Si m = n, alors pour tout k = [0;n — 1], (7]2) =0et (mil) = 0. Donc I’égalité précédente reste vraie.
Conclusion,

vn € N, vm € [0;n], Zi(mﬂ) :m+1<m+1)'

=1

24. Ecrivons By, ;, sous la forme d’une somme double. Par définition,

1
[]=
N
3 =
o = N N—

Conclusion,

”H)Hn - %—i—l(mﬁ-l) Par la question g

Il
(]
INgE
S| =
3 =

N——

SEC)£0)

Par la questiona§ ( ) = (n—i_;l).carme[[O;n]]. Sim € ﬂO;i—l]],onaaussiZ( ) =
m m m
k=0

k=0
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. 1—1 .
Co)etsimzi, Y FY_o=( " ) Ams
m-+1 o\ m+1
Loy n+1 i
Boym=Y = —
=3 ((00) - (0)
_(n+1 z":l 1( i
\m+1 i t\m+1

3!
(1) 50(,0)

=1

Par la question on en conclut que

n+1 1 n
B = H, — ——— .
m (m+1) " m—i—l(m—i—l)

)(Hn+1 — +1) Par la question précédente,
1 1

n -+ H, — n

m+1 m+1\m+1

n+1 ( 1 ) 1 n

}¥n+1'_ -
m—+1 n—+1 m+1\m-+1
n+1 1 n+1 1 n
Hypyy——— - .

m+1 n+1l\m-+1 m+1\m+1

Or par la question l s :;11) = m1+1 ( ) donc

1 n—+1 n 1 n _ 1 n n 1 n
n+1l\m+1 m+1\m+1) m+1\m m+1\m+1
- 1 n n n
Com+1 m m—+1

_l’_

1 1
(T par la formule de Pascal.
m+1\m+1

n+1 1 n+1
B = H, - )
e (m—i—l) ntl m—|—1<m+1)

" ) _(n+1 ( 1 )
Vn € N*, Vm € [0;n], Bn’m—<m—i—1> Hy i)

(n+1

26. Concluons que By m = (,,

lgnﬂn

Do,

Conclusion,
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