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Correction de l’'interrogation 02
Fonctions réelles

1. (a) Comment obtient-on le graphe de g1 :  — f(z)+a?
Solution. A partir du graphe de f, on obtient le graphe de g; par une translation de vecteur a?.
(b) Définir une fonction paire. Que dire de son graphe ?
Solution. Soient U C R, f € Z (U,R). La fonction f est paire si
e U est centré en 0,
o Vzx eR, f(—z) = f(x).
Le graphe de f est alors symétrique par rapport a (Oy).
In(vzZ—1)
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2. Soit f: x>
Solution. Soit x € R. On a I’équivalence suivante :

. Déterminer le domaine de définition de f puis déterminer sa parité.

22—-4>0
f(z) existe & Vaz—4>0
eQa: _ 6721’ 7& 0
Or
e _e2® = & e =2 & 2z = -2z & xz=0.
Ainsi,
. 2 —4>0 x2 >4 r>2 0U z< -2
f(z) existe & & &
x#0 x#£0 x #£0.
Ainsi, le domaine de définition de f est
‘.@f =]—00; —=2[U]2; +o0]. ‘
On a les points suivants :
o I est centré en 0.
o Pour tout z € %,
i (Vic’ =1)  m(va?=1)
f <_x) = e~ 2z _ g2z = (621 76721) = (l‘)

Conclusion,

‘1a fonction f est impaire. ‘

3. Montrer que ’équation €** +e~>* = 3 admet une solution sur [0; +ool.

Solution. Soit f : z — ¥ 4757,
(i) La fonction f est bien définie et méme continue sur [0; 4o0].
(ii) De plus f(0) =2 <3 et f(1) =e*+e® >e®>>2%2=4> 3. Donc 3 € [f(0); f(1)].

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0; 1] C [0; +oo[ tel que f(c) = 3. Conclusion,

‘Elce [0;1] C[0; 4o0f, e2°+e_5c:3.‘

4. Déterminer le tableau de variations de g : x +— 111%) sur son domaine de définition.

Solution. Soit x € R. On a les équivalences suivantes :

>0
g(x) existe =3 {I & x> 0.
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La fonction g est donc définie sur R . Pour la dérivabilité, on fait attention a cause de la racine carrée qui n’est
pas dérivable sur son ensemble de définition. Soit z > 0. On a

g dérivable en x &

z > O(pour le In)

VT #0

Donc g est dérivable sur R . De plus,

Ve e RY,

Soit z € R}, on a

x > 0(pour la racine) &

x > 0.

On en déduit le tableau suivant :

Conclusion,

1 1
(o) = VT —In(z) 5=~ _ 1z x 2y/z — In(z) _2 —1n(x).
x 2x+/T 2x\/x
2—-1
21:\1;(;) >0 & 2—1In(z) >0 car 2z/z > 0
& 2> In(z)
& r<el.
T 0 e2 400
g
. —00
ilg%)g(a:) =5 =
x>0
2e¢~!. Enfin, par croissance comparée,
1
lim g(x) = lim n(z) =0.
r—+00 r—+00 x
X 0 62 +00
2e1

g -

—00

T

0

5. Pour tout n € N, déterminer les dérivées n-itmes de H : x + x e?*.

Solution. Pour tout n € N, la fonction H est n fois dérivable sur R comme produit de fonctions qui le sont. De

plus, on a pour tout z € R,
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Posons pour tout n € N,
P(n) : «VreR, H™ (z) = (2"z 4+ n2" 1) e* . »

Procédons par récurrence.

Initialisation. Si n = 0, alors pour tout z € R, (2"z +n2""!)e” = (2%2 +0) ¢** = z¢** = H(x). Donc 2(0)
est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons & (n) vraie :

Vr € R, H™ (z) = (272 +n2" ) e*.
En dérivant car H("™ est dérivable sur R, on obtient,
Vz € R, HO D () = (H("))/ (x)
=2"e" 42 (2”3: + n2"71) e?®
= (2" + oty 4 n2”) e?®
= 2"z 4+ (n+1)2")e*.

Donc Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, | H est n fois dérivable sur R ‘ et pour tout n € N,

Ve eR,  H™(z)= (2"z+n2""")e*.




