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Feuille de TD 2
Calcul différentiel

Dérivées directionnelles

Exercice 1. Justifier que les deux fonctions suivantes sont différentiables, calculer leurs gradients
et en déduire leurs différentielles,

f(x, y, z) = 2 + 3z + xy + z sin
(
x2 + y2

)
, g(x, y) = 1 + x

√
y2 + 2.

Exercice 2. Calculer la jacobienne des applications suivantes,

f1(x, y, z) = (sin(xyz), x+ ez, y + z) , f2(x, y, z) = (x ch(y), ey cos(z)) ,
f3(x, y, z) = exy (cos(z) + sin(y)) , f4(x, y) =

(
x, y ex, xy2) ,

f5(x) =
(
ex, x3, cos(x)

)
.

Exercice 3. Pour f : R3 → R2, on construit g par

g(u, v) = f
(
cos(u) + sin(v), sin(u) + cos(v), eu−v

)
∀(u, v) ∈ R2.

On suppose que f est différentiable au point A = (1, 1, 1) ∈ R3 et que sa Jacobienne au point A
est :

Jacf (A) =
(

1 3 4
2 −1 3

)
.

Justifier que g est différentiable en a = (π/2, π/2) et calculer la différentielle de g en a.

Exercice 4. Soient E un espace vectoriel normé et f : R2 → E une application différentiable.
On définit

u : R → E, et v : R2 → E
x 7→ f(x,−x) (x, y) 7→ f(y, x).

1. Montrer que u et v sont différentiables et calculer leurs différentielles en fonction de la
différentielle de f .

2. Calculer les dérivées partielles de u et v en fonction de celle de f .

Exercice 5. Soit f la fonction définie par

f : R2 → R
(x, y) 7→ y2 sin

(
x
y

)
si y 6= 0

0 si y = 0.

1. Montrer que f est continue.
2. Calculer, lorsqu’elles existent, les dérivées partielles.
3. Déterminer les points pour lesquels la fonction f est différentiable.

Exercice 6. Soit f la fonction définie par

f : R2 → R
(x, y) 7→ x|y|√

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).



1. Démontrer que f est continue en (0, 0).
2. Démontrer que f admet toutes des dérivées dans toutes les directions en (0, 0).
3. Montrer cependant que f n’est pas différentiable.

Exercice 7. On considère,
f : R2 → R

(x, y) 7→ x3y
x4+y2 si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

1. Démontrer l’inégalité suivante : ∀(x, y) ∈ R2, 2 |xy| 6 x2 + y2.
2. En déduire que f est continue sur R2.
3. Montrer que les dérivées directionnelles de f en (0, 0) existent et les calculer.
4. Montrer cependant que f n’est pas différentiable en (0, 0).

Exercice 8. Soit f une application de R2 dans R, de classe C 1. On effectue le changement de
variable en coordonnées polaires en définissant

g : R∗+ × R → R
(r, θ) 7→ f(r cos(θ), r sin(θ)).

1. Justifier que g est C 1 sur R∗+ × R et calculer ses dérivées partielles en fonction de celles de
f .

2. Calculer, en inversant une certaine matrice, ∂f∂x et ∂f
∂y en fonction de ∂g

∂r et ∂g
∂θ .

3. Déterminer toutes les fonctions C 1 vérifiant

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
=
√
x2 + y2.

Exercice 9. Soit
f : R2 \ {(x, y) ∈ R2, xy = 1} → R

(x, y) 7→ arctan(x) + arctan(y)− arctan
(
x+y
1−xy

)
.

Justifier que f est C 1 sur son ensemble de définition et calculer df . En déduire les valeurs de f .

Exercice 10. On considère
f : R2 → R2 et g = f ◦ f.

(x, y) 7→ (x2 − y, x2 + y2)

1. Justifier que f et g sont C 1 et calculer en tout point (x, y) ∈ R2, Jf (x, y) la jacobienne de
f et Jg(x, y) la jacobienne de g.

2. Montrer qu’il existe ρ > 0 tel que pour tout (x, y) ∈ B ((0, 0), ρ) (la boule fermée de centre
(0, 0) et de rayon ρ), on a

∥∥∥d(x,y)g
∥∥∥ 6 1

2 .

3. Montrer que la fonction g admet un unique point fixe dans B ((0, 0), ρ).

Exercice 11. Montrer que l’identité des accroissements finis n’est pas vraie pour les fonctions
vectorielles en considérant

f : R → R2

x 7→ (cos(x), sin(x)).

Exercice 12. Soit
ϕ : R2 → R2

(u, v) 7→ (x+ y, xy).
On pose également U = {(u, v) ∈ R2, u < v}. Montrer que ϕ est un C 1-difféomorphisme de U
dans un ouvert V que l’on déterminera.


