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Feuille de TD 4
Suites de fonctions

Exercice 1. Soit (fy),cy une suite de fonctions de R dans R convergeant simplement vers f.
Que dire de f si toutes les fonctions f, sont paires ? croissantes ? strictement croissantes ?

Exercice 2. On consideére (fy),>; la suite de fonctions de R dans R définie par,

0 si x €] — 00,0]
- n2e siz €[0,1/n]
fu(z) = (1— n2)$+ n—n"t size [1/n,2/n]
1/n si x € [2/n, +oo]

1. Montrer que (f5),>; converge simplement vers une fonction f que I'on déterminera.
2. Montrer, sans trop de calcul, que (f, o fn)n>1 ne converge pas simplement vers f o f.

3. On considere une suite de fonctions (gy),,cn de I dans R, avec I un intervalle de R, conver-
geant uniformément vers une fonction g. On suppose que pour tout n la fonction g, est
continue sur R. Montrer alors que la suite (g, © gn),,cy converge simplement vers g o g.

4. Montrer que lorsque les fonctions g, sont uniformément continues alors (gy © gn ), <y converge
uniformément vers g o g.

5. On considere a présent la suite (hn)n21 définie par pour tout n > 1 et tout z € R,
1
ho(z) = 2% + —.
n(z) =%+ -
1. Montrer que (hy,),,5; converge uniformément sur R vers une fonction s que I'on déterminera.

2. Montrer que la suite (h, o hn)n21 ne converge pas uniformément sur R vers h o h.

Exercice 3. Déterminer la nature de la suite de terme général,

Lpe™® 442
I, = —d=x.
" /0 n—+x v

Exercice 4. On considére pour tout n € N, la fonction f,, définie par

I.’VL

T 1y

Yz ER,  fula)

1. Déterminer le domaine D sur lequel (fy), .y converge simplement.

2. La convergence est-elle uniforme sur D7 Sur | — 1,1[? Sur [a,b], avec —1 < a <b < 17 Sur
[1,400[? Sur [a, +o0o[, avec a > 17

Exercice 5. Soit (f,),cy la suite d’applications définie par

2%y

1. Montrer que (f,),cy converge simplement sur R.



2. Calculer fol fn(t)dt. La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 6. Soit (fy),cy la suite d’applications définie par
n
Vn €N, Vx € R, fulx) = H cos (;) .
k=1

1. Montrer que (f,),cy converge simplement sur R.

2. Calculer pour tout n € N et tout p > 1, frip(2"m) — fr(2"7). En déduire que (fy),,cn ne
converge pas uniformément sur R.

Exercice 7. On considere la suite de fonctions (un)n>1 définie par, pour tout n > 1 et tout
z e [0,%], ()
nsin(nz
Up(x) = ————-.
n(®) 1+ n2x?
1. Montrer que pour tout n > 1,

n
< sup fun(@) <

w2
T+ aefog]

et en déduire que (up),~; converge simplement mais non uniformément sur [0, 5].
=

2. Justifier que 'intégrale impropre

o0 sin(t)
I= dt
/0 1+¢2 7

est convergente.

3. Montrer que 0 < I < 3.

(k+1)7 sin(t)

Indication : on pourra montrer que la suite I, = [~ T dt est alternée.

4. On pose pour tout n > 1,

In = /2 up(x) de.
0
Montrer que (Jn)n>1 est convergente, quelle est sa limite 7

Exercice 8.
1. Soit I un segment de R et (f,),cy une suite croissante de fonctions continues de I dans R :

Vxe[, V?’L}O, fTL-‘rl(x) >fn(x)

On suppose que (fy),cy converge simplement vers une fonction f sur I et on suppose que
f est continue sur I.
(a) On pose pour tout n € N, g, = f, — f et on considére une suite (r,),, & valeurs
dans I telle que limy, o0 gn(2n) # 0. Montrer qu’il existe a > 0 et une sous-suite de
(Tn) > NOtée (yn)n>0 telles que Vn € N, g, (yn) > .

(b) Montrer qu'il existe (zy),,-, une sous-suite de (y),,>o et z € I tels que z, — z.
= = n—-+0o00

(c) A l'aide des questions précédentes, montrer que (fy), cy converge uniformément sur I
vers f.

2. On considere (1), la suite de fonctions de [0, 1] dans R définie par récurrence par :
t— P2(t)
Vit € [O, 1], P()(t) =0, Yn>1, Vte [O, 1], Pn+1(t) = Pn(t) + T

(a) Montrer que pour tout n > 0, P, est un polynome.
(b) Montrer que pour tout n > 1, % < Po(t) <Vt

(c) En déduire que (P,), -, converge uniformément vers une fonction que 'on déterminera.
=



