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Chapitre XIX : Applications linéaires

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou le corps C.

I Généralités

1.1 Définition

Soient F et F deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application de E dans F. On dit que f est une
application linéaire si et seulement si

V(A ) €K? V(z,y) € B2, fAz+py) =Af()+pfy).

Remarque 1 :

1. Une application linéaire est une fonction qui « préserve/est compatible » avec les structures d’espaces vectoriels
de F et F.

2. En particulier pour tout (z,y), f(z +y) = f(x) + f(y) et pour tout A € K, f (Az) = A f(z).

— )

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

e On note .Z (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

e Si I' = E, une application linéaire de E dans F, est appelée un endomorphisme de F.
e On note .Z (F) 'ensemble des endomorphismes de E.

e Si F' =K, une application linéaire de F dans K est appelée une forme linéaire.

Soient E et F' deux K espaces vectoriels et f € £ (E,F). On a

1. f(0g) =0p.
2. Pour tout n € N*, tout (A1,...,\,) € K" et tout (21,...,2,) € E" on a

f (ZMﬁEk) =3 M f ().
k=1 k=1

3. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors f|, est une application linéaire de G dans F': f|, € Z (G, F).

\ J

Démonstration.

1. Soit x € E. En prenant y =z, A =1 et u = —1, comme f est linéaire :
fO0p)=f(z—a)=fAa+py) =Af(x)+pfly) = fz) - f(z) =0F.

2. Exercice : procédez par récurrence sur n.
3. Il suffit de dérouler les définitions.

|
Exemple 2 :
1. L’application nulle f : { E = I est linéaire.
r — Op
2. L’application identité Idg : { i : f est un endomorphisme.
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10.

1.2

. La dérivation sur les fonctions D : {

E —- FE
Plus généralement, toute homothétie de rapport A € K, hy : { N est un endomorphisme de F.
T = Az
E —- FE
La translation de vecteur a € E\ {Og} 7, : n’est pas linéaire.
r — x+ta

¢'(R) — E°(R)
fo= D=1
tion comme un élément de £ (¢ (R)) par exemple).
R[X] — R[X]
P w— DPP)=P
de la dérivation comme un élément de .Z (R, [X],R,,—1[X])).

R? — R
Pour (a,b) € R?, 'application s : est une forme linéaire sur R2.
(z,y) — ax+by

est linéaire (on peut aussi parler de la dériva-

La dérivation sur les polynémes D : { est un endomorphisme (on peut aussi parler

Z(R,K) — K
[ = f(xo)

aussi parler de I’évaluation des polyndémes dans K).

¢ (0;1,R) — R

L’évaluation en un réel zg € R, @, : { est une forme linéaire sur .% (R, K) (on peut

L’intégrale I : ! est une forme linéaire sur % ([0; 1], R).
f o~ / f)de
0
R? — R2?
L’application f : { est linéaire.
(x,y,z) = ($+y7y_z)

L’ensemble . (E, F)

On peut sommer deux applications linéaires qui ont le méme ensemble de départ F et le méme ensemble d’arrivée
F. Pour tout (f,g) € £ (E,F), on pose

I {E — F
Ve o (F+o)@) =f@) + ).

On peut également multiplier une application linéaire par un scalaire : pour tout f € £ (E, F) et A € K|

E — F
M { v = (Af)(@) = A ().

Enfin on peut composer deux applications linéaires lorsque ’espace d’arrivée de la premiere coincide avec I’espace
de départ de la seconde : pour tout f € £ (E,F) et tout g € £ (F,G)

of'{E -G
975 2 s (9o @) =g(f@).

En particulier si f € £ (E) est un endomorphisme, on peut composer f par f : f o f et recommencer. On note
alors
f=1dg et VYneN*, fP=fo-..of.
—

n fois

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. L’ensemble .Z (E, F') muni des opérations + et - est un espace vectoriel.]

Démonstration. EXO! Démontrez que cela constitue un sous-espace vectoriel de .# (E, F).

]
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Soient E, F et GG trois K-espaces vectoriels.
1.Sife Z(E,F)et ge Z(F,G) alors go f € Z(E, Q).
2. Si f € Z(FE) alors pour tout n € N, f* € £ (E).

Démonstration.
1. Soient f € £ (E,F) et g € £ (F,G). Soient (\, n) € K? et (z,y) € E2. Alors

o f et ) = 9 (f (e + ) = 9 (A (@) + 1 ) car  est linéaire
=g (f(z))+ng(f(y)) car g est linéaire

=Ago f(z) +pgo f(y).

Donc g o f est bien linéaire.
2. C’est une conséquence du point précédent et d’une récurrence.

i g) € (& (E))2 On suppose que f et g

Soient E un espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E, (f,g)
commutent i.e. fog=go f, alors, pour tout n € N,

L (fog)"=frogh=g"o[",
2. (formule de Leibniz) (f + g)" Z ( )fk og"F

k=0

n—1
1, alors f* —g" = (f —g) o (Z f* ogn—l—k).
k=0

O

~

3. (formule de Bernoulli) si n >

1.3 Noyau et Image

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F).
e On appelle noyau de f 'ensemble des antécédents de O par f, i.e. 'image réciproque de {Or}, noté Ker (f)

Ker (f)=f~'(0r) ={z € E| f(z) =0r}.

e On appelle image de f I'ensemble des images de F par f, i.e. 'image directe de E par f, noté Im (f)
f(B)={fz)eF|lzecE}={ycF|ImeE y=f(r)}.

\

Remarque 3 : On en parle toujours d’image directe pour n’importe quelle application mais on ne parle de noyau

QUE pour des applications LINEAIRES (c’est 1'usage).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F) une application linéaire. Alors

1. le noyau Ker (f) est un sous-espace vectoriel de E

2. l'image Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration.
1. Montrons que Ker (f) est un sous-espace vectoriel de E.

e Par définition Ker (f) C E.
e On a vu dans la proposition 1.3 que puisque f est linéaire, f (0g) = 0. Donc on a bien 0 € Ker (f)
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e Soient (A, p) € K2 et (z,y) € Ker (f)°. Posons z = Az + uy. Alors

f)=FfQz+py)=Xfx)+ unfly) car f est linéaire
=Ax0p + p0p car z € Ker (f) et y € Ker (f)
=0p.

Par conséquent z = Az + puy € Ker (f) qui est donc un ensemble stable par combinaison linéaire.
Conclusion Ker (f) est bien un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrons que Im(f) est un sous-ensemble vectoriel de F.
e Par définition, Im(f) C F.

e On sait toujours (proposition 1.3) que f (0g) = Or. Donc le vecteur O admet au moins un antécédent (Og
par exemple) par f. Donc Op € Im (f).

e Soient (A1, A2) € K2 et (y1,92) € Im (f)*. Montrons que y = Ay 41 + A2 y2 appartient & Im (f). Puisque
y1 € Im (f), il existe x; € F tel que f (z1) = y1. De méme, yo € Im (f) donc il existe x5 € E tel que
f (z2) = yo. Par suite,

Yy = A1 Y1+ Ao Y = A1 f (331) + Ao f (.1‘2) = f ()\1 T1 + Ao 1‘2) car f est linéaire.

En posant = A; 21 + A2 2, on observe que y = f(z) et donc on a trouvé un antécédent pour y. Ainsi
y=Ay1+ Ays € Im(f) et 'ensemble Im (f) est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, I’ensemble Im (f) est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple 4 : Dans chacun des cas suivants déterminer le noyau et 'image de I'application linéaire.

E F
1. f:{ - 2. f=Idg
z +— Op
R? R R3 R3
3. f: - 4. f: -
(r,y) = z+y (r,y) = (r+y—z,z—y+2y—2)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € Z (E, F).
1. Si A est un sous-espace vectoriel de E alors f (A) est un sous-espace vectoriel de F.

2. Si B est un sous-espace vectoriel de F alors f~1 (B) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 5 : La proposition 1.8 est un cas particulier de ce résultat.

Démonstration.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Montrons
fA) ={yeF|IxecA y=[f(z)}

est un sous-espace vectoriel de F.
e Par définition f(A) C F.

e Puisque A est un sous-espace vectoriel de E, on sait que 0g € A. Donc f (0g) € f(A). Or f(0g) = Op
donc O € f(A).

e Soient (A1, \2) € K2 et (y1,y2) € f(A)2. Posons y = A\ y1 + A2 y2. Puisque y; et yo sont dans f (A4), il
existe x1 € A et x5 € A tels que y; = f (z1) et yo = f (x2). Donc

Y=y + Ay = A1 f(21) + A2 f (22) = f (A1 21+ Aax2) car [ est linéaire.

Posons x = A1 x1 + A2 z2. Puisque A est un sous-espace vectoriel et que x1 et x5 sont dans A, on en déduit
que z € A. Or y = f(x). On a donc construit pour y un antécédent de y qui soit dans A. Donc y € f(A4).
Ainsi f(A) est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, f(A) est un sous-espace vectoriel de F.
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2. Soit B un sous-espace vectoriel de F. Montrons que

f7H(B)={z € E| f(z) € B}

est un sous-espace vectoriel de F.
e Par définition f~!(B) C E.
e Siz =0g. Comme f est linéaire, f (0g) = OF'. Or B est un sous-espace vectoriel de F'. Donc 05 € B. Donc
f(0g) € B et donc 0g € f~1 (B).
e Soient (A1, \2) € K? et (x1,72) € f~1(B). Montrons que £ = A\; 21 + Ao 29 € f~ 1 (B) ie. f(z) € B.On a

f@)=fMz1+Ax2) =M f(z1) + Ao f (22) car f est linéaire.

Par définition, z1 et o sont deux éléments de f~1 (B) i.e. f (x1) et f (x2) sont deux éléments de B. Or B
est un sous-espace vectoriel donc

A1 f(z1) + A2 f (22) € B.
N—— N~
€B €B
Donc f(z) € B autrement dit A\ 21 + Aowa = @ € f~1(B). Donc f~!(B) est stable par combinaison
linéaire.

Conclusion f~! (B) est un sous-espace vectoriel de B.

II Injection, surjection, isomorphisme

II.1 Définition et caractérisation

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F).
1. L’application f est injective si et seulement si Ker (f) = {0g}.

2. L’application f est surjective si et seulement si Im (f) = F.

Démonstration.
1. Supposons que f soit injective. Montrons que Ker (f) = {Og}. On sait que {0g} C Ker (f) car f est linéaire
ou encore que Ker (f) est un sous-espace vectoriel. Montrons l'inclusion réciproque. Soit « € Ker (f). Alors,

f(x) =0r = f(0g) car f est linéaire.

Or f est injective donc = 0. D’ott Ker (f) C {0g}. Conclusion Ker (f) = {0g}.
Supposons que Ker (f) = {0g}. Montrons que f est injective. Soit (z,y) € E? tel que f(x) = f(y). Alors, par
linéarité de f,
Op = f(z)— fly) =f(z—y).
Par conséquent, x —y € Ker (f) = {0g}. Donc x —y = Og i.e. £ = y. On en déduit donc bien que f est injective.

2. Une application f est surjective si et seulement si tout élément de F' admet (au moins) un antécédent, autrement
dit si et seulement si tout élément de F est dans Im (f). Or on a toujours Im (f) C F. Donc f est surjective si

et seulement si Im (f) = F.
O

Remarque 6 : Le premier point est une propriété utile des applications linéaires alors que le second point de la
proposition est général a toute application.

Remarque 7 :
1. La fonction f € Z (FE, F) est injective si et seulement si dim (Ker (f)) = 0.
2. Si F est de dimension finie. La fonction f € £ (E, F) est surjective si et seulement si dim (Im (f)) = dim (F).

Exemple 8 : Dans les applications suivantes, déterminer si f est injective et/ou surjective.
1 ) €' (R) — ¥°(R)
L Foe
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2 f R? — R2?

R[X] — R
P — P(a)

_ )

e Une application linéaire bijective est appelé un isomorphisme.

3. PouraeRf:{

e Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme.
e Soit E un K-espace vectoriel. L’ensemble des automorphismes de E est noté GL (E).

e Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. On dit que E et F' sont isomorphes si et seulement s’il existe
f e % (E,F) un isomorphisme de E dans F'.

\ J

Exemple 9 :
1. Montrer que E est toujours isomorphe a lui méme.

2. Montrer que Ry[X] est isomorphe a R3.

Soit F un K-espace vectoriel. L’ensemble GL (F) des automorphismes de E muni de la loi de composition o est un
groupe, appelé groupe linéaire de E. Autrement dit :

1. GL(E) est stable par composition : pour tout (f,g) € GL(E)?, fog € GL (E).
2. Tout élément de GL (E) admet un inverse dans GL (E) : pour tout f € GL(E), on a f~! € GL(E).

Démonstration.

1. Soit (f,g) € GL (E)2 Puisque ’ensemble de départ de f est I’ensemble d’arrivée de g, f o g est bien définie. De
plus on a déja vu que la composition de deux applications linéaires reste une application linéaire. Donc f o g
est un endomorphisme de E. Puisque f et g sont bijectives, on en déduit également (propriété générale sur les
fonctions bijectives) que f o g est bijective. Conclusion f o g € GL (E).

2. Soit f € GL(E). Puisque f : E — E est bijective, on en déduit que f~! : E — E existe et est bijective.
Montrons que f~! est linéaire. Soient (\,u) € K2 et (x,y) € E2 On pose 2’ = f~1(x) et ¥ = f~(y) et donc
x=f(z') et y=f(y). Ainsi

FP Oz +py) =A@ +pf @) =1+ py')) car f est linéaire.
=z’ + py

= A H@) +uf ().

Par conséquent f~! est lindaire. D’ou f~! € GL (E).

I11.2 Famille de vecteurs et applications linéaires

— A

Soient E et F' deux espaces vectoriels, f € £ (E,F), n € N* et (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de FE.
Alors

f(Vect (ug, ... ,upn)) = Veet (f (ur),..., f(un)).

En particulier si (uq,...,u,) est génératrice dans E alors,
Im (f) = Vect (f (u1) ..., f (un))-
Démonstration. Montrons que f (Vect (u1,...,u,)) C Vect (f (u1),..., f (un)). Soit y € f (Vect (ug,...,u,)). Par

définition, il existe = € Vect (u1,...,u,) tel que y = f(z). Par suite, il existe (A1,...,A,) € K" tel que

n
Tr = E )\k Uk -
k=1
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Ainsi,
y=flx)=f (Z Ak uk> = Z)\k f(zx) car f est linéaire.
k=1 k=1

Dot y € Vect (f (u1),..., f (un)) et par conséquent, on a bien démontré que

f(Vect (ug, ... ,upn)) C Veet (f (ur),..., f (un)).
Montrons maintenant I’inclusion réciproque :

Vect (f (u1) ..., f (un)) C f(Vect (u1,...,un)).
Soit y € Vect (f (u1),..., f (un)). Alors il existe (A1,...,A,) € K™ tel que

b= Y= (S,
k=1 k=1
Or >73_1 M ug € Vect (uq, ..., uy,) et donc
y=f <Z)\kuk> € f(Vect (u1,...,up)).
k=1
EVect(u1,...,un)
Par conséquent, Vect (f (u1),..., f (un)) C f (Vect (ug,...,uy)).
Conclusion, on a bien montré que f (Vect (uq,...,un)) = Vect (f (u1),..., f (un)).
En particulier, si (uq,...,u,) est génératrice dans F alors
Im (f) = f(E) = f (Vect (u1, ... ,un)) = Vect (f (u1) ..., f (un)) .
O

Exemple 10 : Dans chacun des cas, déterminer 'image de ’application.

e R2 — RS
ol @y 2e+y3z—yz+y)

) . KH[X] — Kn—l[X]
RE P — P

_ A

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € £ (E,F) et &% = (uy,...,uy) une famille finie de vecteurs ( n € N*

).

1. Si f est injective et % est libre alors f (%) = (f (u1),..., f (u,)) est libre.
2. Si f est surjective et # est génératrice dans E, alors f (%) = (f (u1),..., f (u,)) est génératrice dans F'.
3. Si f est un isomorphisme et si .% est une base de E, alors f (%) = (f (u1),..., f (un)) est une base de F.
Démonstration.
1. Si f est injective et .Z est libre. Montrons que ' = f (%) = (f (u1), ..., f (un)) est libre. Soit (A1,...,A,) € K"
tel que

Z )\k f (uk) = OF.
k=1

Par linéarité de f, on en déduit que

f (Z >\k 'LLk> = OF
k=1
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Ainsi, Z)\k uy, € Ker (f). Or f est injective donc Ker (f) = {0g}. Ainsi,
k=1

Z/\k Uk = OE.
k=1

Or % = (uy,...,uy,) est libre et donc pour tout i € [1;n], A; = 0 ce qui démontre bien que F' = f(F) =
(f(u1),..., f(up)) est libre.

2. Si f est surjective et si ¥ = (uy,...,uy) est génératrice dans E, alors par la proposition précédente,

Vect (f (u1) ..., f (un)) = Im (f).
Or f est surjective. Donc Im (f) = F et donc

VeCt(f(ul)"'-af(un)) =F

ie. (f(u1),..., [ (un)) est génératrice dans F.

3. Si % est une base de E, elle est libre et génératrice. Or f est bijective donc injective et surjective et donc d’apres
les deux points précédents, F' = (f (u1),..., f (u,)) est libre et génératrice dans F. Autrement dit .#’ est une

base de F'.
O

_ h

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € £ (E, F) et 8 = (eq,...,e,) une base de E (qui est donc de dimension
n € N*).
1. L’application f est injective si et seulement si f (%) = (f (e1), ..., f (€,)) est une famille libre de F.

2. L’application f est surjective si et seulement si f (%) = (f (e1),..., f (e,)) est une famille génératrice dans
F.
3. L’application f est un isomorphisme si et seulement si f (%) = (f (e1),..., f (en)) est une base de F.
Démonstration.

1. Si f est injective alors comme % est libre, par la proposition précédente, f (%) est libre également. Montrons
donc la réciproque. Supposons que f () soit libre et montrons que f est injective. On utilise naturellement
la caractérisation par le noyau. Soit z € Ker (f). Notamment = € E. Or £ est une base de E, donc il existe

(x1,...,2,) € K" (coordonnées de = dans A) tel que x = >")'_; wie. Par linéarité de f, on obtient que
n n
Op = f(z) = f (Z l‘kek> = xS (er).
k=1 k=1
Or la famille (f (e1),..., f (e,)) est libre par hypothese. Donc 27 = 29 = -+ = x,, = Og. Ainsi, = 0g. On a

donc montré que Ker (f) = {0Og} et donc Papplication f est injective.

2. Si f est surjective alors comme # est génératrice dans F, par la proposition précédente, f (%) est génératrice
dans F'. Montrons la réciproque. Réciproquement, si f (%) est génératrice dans F,

F =Vect (f (B)) = Vect (f (e1),...,f (en)) = f(Vect (e1,...,en)) = f(E) =1Im(f),
prop II.4 2B génératrice

ce qui montre bien que f est surjective.

3. Le troisieme point découle des deux précédents.

O
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose F de dimension finie n € N. Soient # = (ey, ..., e,) une base
de E et % = (f1,..., fn) une famille quelconque de n vecteurs de F'. Alors il existe une unique application linéaire
feZ(EF) telle que f(B) = F i.e. telle que
Vi € [1;n], f(e) = fi
Autrement dit une application linéaire est entierement déterminée par 'image d’une base.
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Démonstration. Ezistence. Pour tout x = ;" x;e; € E avec (1,...,2,) € K" les coordonnées de = dans %4, on

définit .
r) = Z z; fi.
i=1
Puisque & est génératrice, f est bien définie sur E tout entier et puisque A est libre, on a I'unicité de la décomposition
et donc f (z) est bien définie de maniére unique. De plus, il est clair que pour tout i € [1;n], f (e;) = f;. Montrons

que f est linéaire. Soient (A, u) € K2 et (z,y) € E?. On note (x1,...,1,) respectivement (y1,...,y,) les coordonnées
de x respectivement de y dans la base 4,

n n
Tr = E Ti€; et Yy = E Yi€i.
i=1 i=1

Par combinaison linéaire on obtient

n

Z:)\$+Ny:Z()\$i+Myi)ez

i=1
Par unicité des coordonnées, on en déduit que les coordonnées de z dans la base % sont (Ax1 + py1, ..., Ap Ton + nYn)-
Donc par définition de f,

Z )\xz + ,uyz
=1
Ainsi,
=AY wifi+ Y vifi =M f(2)+pf (),
i=1 i=1

ce qui démontre bien que f est linéaire : f € £ (E, F).
Unicité. Soient f et g deux applications linéaires de E dans F telles que pour tout i € [1;n], f(e;) = g(e;) = fi-
Alors pour tout z = "7, z;e; € E, on a

n n
=f <Z xiei> = szf (e;) car f est linéaire
i=1 i=1
n
= wifi
i=1
n
= Z z;ig (€:)
i=1
n
=9 (Z $iei> car g est linéaire
i=1

= g(x).

On a donc bien f = g ce qui démontre 'unicité. 0

_ h

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Soient F; et Fy deux sous-espaces vectoriels de £ supplémentaires dans
E:Ei®FEy,=FE. Soient f1 € £ (E1,F) et fo € £ (E2, F) deux applications linéaires. Alors il existe une unique
application linéaire f € Z (E, F) telle que f|, = fi et f|,, = fo.

Autrement dit une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions sur des sous-espaces supplé-
mentaires.

\. J

Démonstration. Attention, il n’est pas question ici de dimension, on ignore si ¥ ou F' est de dimension finie ou
non.
Ezistence. Pour tout € E = FEy @ E», il existe un unique couple (x1,z2) € Ey x Ey tel que & = 1 + 5. On définit
alors

f(@) = fi(21) + f2 (22).

On note que f(x) est bien définie car f; est définie sur E; et 7 € E; et de méme x5 € Es et fy et bien définie sur
Es. De plus l'unicité de la décomposition assure que 'on f(z) est bien définie de maniére unique. Donc f est bien
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définie sur F tout entier. De plus pour tout x € Ey, sa décomposition dans F1 ® Fy étant x = x + Og, on a facilement
que f (z) = fi (z) + f2(0g) = fi (¥) + 0F = f1 () car fy est linéaire. Donc f|, = fi. De méme on vérifie bien que
flg, = fo

Montrons que f est linéaire. Soient (A, u) € K? et (zy) € E2. Puisque E = E; @ Ey, il existe (z1,11) € E} et
(72,92) € F3 tels que x = 21 + y1 et y = y1 + y2. Alors par définition de f,

f(x)=fi(z1) + f (22) et F@)=rfi(y)+ f2(y2).

Posons z = Ax + py. Alors la décomposition de z dans E; @ Fs est donnée par

z= A1+ pyr + Az + pys -

€E €E»
Donc,
f(z)=fi Az + pyr) + f2 (Az2 + py2) par définition de f
=Af1(z1) + pfi (y1) + A fa (22) + pfa (y2) car fi et fy sont linéaires
= A(fi (@) + f1 (y1) +u (f2 (22) + f2 (y2)) -
=f(z) =f(y)

Ainsi, il vient que
fAz+py) = f(z) = Af(x) +pnfy)

Donc f est bien linéaire.
Unicité. Soient f et g deux applications linéaires de E dans F' telles que f, = g, = f1 et fl, = g, = [fo
Montrons que f = g. Soit z € E. 1l existe (z1,22) € Ey X Ej tel que © = x1 + x2. Donc par linéarité

fx)=f(x1)+ f(x2) = fi(x1) + fo(w2) = g(x1) + g (22) = g (x1 +22) =g (2)

et ainsi f = g.

I11.3 Espaces isomorphes

Si E est un espace vectoriel de dimension infinie, alors pour tout p € N*, il existe .Z une famille libre de E de
cardinal p.

Démonstration. On pose
N = {Card (£) € N| & est une famille libre de E' }.

Puisque E est de dimension infinie, F # {0} et donc E admet des familles libres (tout singleton de vecteur non nul
de FE par exemple). Donc N est non vide. Supposons X majorée. Comme R est une partie de N, il admet alors un
majorant, notons-le m = max (X). Un maximum étant atteint, il existe .4, une famille libre de E de cardinal m.
Puisque F est de dimension infinie et que .%,,, de cardinal fini, on sait que .%,,, n’engendre pas F. Donc il existe x € F
tel que x ¢ Vect (Z,,). Dés lors, la famille .%,, U {z} est libre. Or elle est de cardinal m + 1 > max (X) ce qui est
absurde. Donc XN n’est pas majorée. Donc pour tout p € N*, on peut construire une famille libre de cardinal plus grand
que p. Soit .Z; une telle famille avec ¢ > p son cardinal. Comme une sous-famille d’une famille libre est toujours libre,
quitte & enlever ¢ — p vecteurs de ., on peut construire une famille .}, de E' de cardinal p qui soit toujours libre.D

—CEETE ~
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F).

1. Si f est injective alors dim (F) < dim (F).

2. Si f est surjective alors dim (E) > dim (F).

3. Si f est un isomorphisme alors dim (E) = dim (F).

10
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Démonstration.

1. Supposons f injective. Si F' est de dimension infinie alors le point 1 n’énonce rien. Supposons donc F' de
dimension finie et posons p = dim (F') € N. Supposons que FE est de dimension infinie. Alors d’apres le lemme
précédent, E admet (au moins) une famille libre % de cardinal égal & p+ 1. Puisque f est injective alors par la
proposition I1.6, f (%) est une famille libre de F' mais possédant p + 1 > dim (F') vecteurs ce qui est absurde.
Donc E est de dimension finie. Notons n = dim (F). Soit 2 une base de E qui est donc de cardinal n. Puisque
2 est libre et f injective, toujours par la proposition I1.6, f () est libre dans F. Donc

dim (E) = n = Card (scrB) = Card (f (#)) < p=dim (F).
2. Supposons maintenant f surjective. Si E est de dimension infinie alors le point 2 n’énonce rien. Supposons
donc E de dimension finie et notons n = dim (F). Soit % une base de E, alors Card (%) = n. De plus & est

génératrice dans F et f est surjective, donc d’aprés la proposition I1.6, f (%) est génératrice dans F. Donc F
est de dimension finie et plus précisément,

dim (E) = n = Card (%) = Card (f (%)) > p=dim (F).

3. Le point 3 découle des deux points précédents.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Les espaces E et F' sont isomorphes si et seulement si
dim (F) = dim (F).

Démonstration. Si E et F sont isomorphes, on a déja vu dans la proposition I1.10 qu’alors dim (E) = dim (F)).
Réciproquement si dim (E) = dim (F) = n € N, montrons l'existence d’un isomorphisme entre F et F. Sin =0, le
résultat est évident. Supposons n € N* et soient B = (e1,...,e,) une base de E et Br = (f1,..., fn) une base de
F'. Par la propriété précédente, il existe une (unique) application linéaire f € £ (E, F) telle que pour tout ¢ € [1;n],
f (ei) = fi. L’image d’une base par f est une base donc par le point 3 de la proposition I11.6, on en déduit que f est
bijective ce qui conclut la démonstration.

O
Tout K-espace vectoriel de dimension n € N* est isomorphe a K". ]
Démonstration. C’est un corollaire direct du résultat précédent. 0

Application : démonstration de la caractérisation des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
Soit (b, c) € R%, avec ¢ # 0. On consideére 1’ensemble suivant :

E= {(un)neN ERY |V €N, tnia + btnst + ctp = o}

On suppose ici que A = b? — 4¢ > 0 et on pose 1 = % et ro = %.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.
E — R?
2. Montrer que P : est un isomorphisme.
(un)pen = (uo,ur)

3. En déduire la dimension de E.

>~

. Montrer que ((r]),,cn» (r%),en) €st une base de E.

III Théoreme du rang

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z (F, F). On suppose E de dimension finie. On appelle rang de
la Papplication linéaire f, noté rg (f) la dimension de 'image de f :

rg (f) = dim (Im (f)) .

Remarque 11 :

11
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1. Si B = (e1,...,ey,) est une base de F alors

rg (f) = dim (f (Vect (e1,...,e,))) = dim (Vect (f (e1),..., f(en))) =1g(f(e1),..., f(en)).

2. Si F est de dimension finie, une application linéaire f € £ (E, F) est surjective si et seulement si

Im(f)=F = rg (f) = dim (F).

Exemple 12 : Soit
) P — X?P(X+1)—-P(X-1)-2P(X)).

Vérifier que f est linéaire et déterminer son rang.

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie et f € £ (E, F) et g € £ (F,G) deux applications
linéaires.

1. rg (f) < min (dim (E) ,dim (F)).

2. rg(g o f) < min (rg(g) ,rg (f))-

3. Si g est un isomorphisme (en fait injective suffit) alors rg (g o f) = rg (f).

4

. Si f est un isomorphisme (en fait surjective suffit) alors rg (f o g) = rg(g).

\. J

Démonstration.

1. Soient n = dim (F) € N* et B = (eq,...,ey) une base de E. Alors rg (f) = dim (Vect (f (e1),-..., f (en))) < n.
De plus Im (f) est un sous-espace vectoriel de F' donc rg (f) = dim (Im (f)) < dim (F). Conclusion,

rg (f) < min (dim (E), dim (F)).
2. Soit p =rg(f). Alors p = dim (Im (f)). Posons (f1,..., fp) une base de Im (f).

rg(go f) =dim(go f(E)) = dim (g (f (£))) = dim (g (Im (f)))
= dim (g (Vect (f1,---, fp)))
= dim (Vect (g (f1),---.9(fp))) <p=18(f).

D’autre part, puisque Im (f) C F, on a

Im(go f)=go f(E)=g(f(E)) =g(Im(f)) Cg(F)=1Im(g).
Ainsi,
rg(go f) <rg(g)
et donc
rg(go f) < min (rg (g) 1g () -

3. Supposons g injective. Soient p = rg(f) = dim(Im(f)) et F = (f1,..., fp) une base de Im (f). Puisque g¢
est injective et que .Z est libre, g (%) = (9(f1),...,9(fp)) est aussi une famille libre de G. Montrons qu’elle
est incluse dans Im (g o f). Soit i[1;p]. On a f; € Im(f). Donc il existe e; € E tel que f; = f(e;). Donc
g(fi)=go f(e;) €Im(go f). Ce ci étant vrai pour tout ¢ € [1;p] on en déduit bien que g (#) est une famille
libre de Im (f o g). Ainsi rg(go f) = dim (Im (g o f)) > Card (g (%)) = p = rg(f). Or par le point précédent,
on sait déja que rg(go f) < rg(f). Conclusion

rg(go f) =rg(f).
4. On suppose maintenant que f est surjective alors, Im (f) = F. Donc

rg(go f) =dim (g (f (£))) = dim (g (Im (f))) = dim (g (F)) = rg(g) -

12
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Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € £ (F, F). On suppose E de dimension finie. Alors

dim (Ker (f)) +rg(f) = dim (E).

Démonstration. Soient n = dim (E). Puisque Ker (f) est un sous-espace vectoriel de E, Ker (f) est de dimension
finie. Notons p sa dimension et soit (e1,...,ep,) une base de Ker (f). Supposons p < n sinon f est I’application nulle
et le théoreme s’en déduit directement. Puisque (eq,...,e,) est une famille libre de E, d’apres le théoréme de la base
incompléte, il existe (ept1,...,e,) € E" P tel que (eq,...,e,) soit une base de E. On a alors

T (f) = Veet (f (€1) - £ (€) £ (eps1) - f (€n))
= Vect (0p,...,0p, f (ept1),---, [ (en)) car pour tout 7 € [1;p], e; € Ker (f)
= Vect (f (ept1),---, f (en)).

Montrons que (f (ep+1),-- ., f (en)) est libre. Soit (Apt1,-..,An) € K" P tel que

> Aif(e) =0p.

1=p+1
Par linéarité,
f(Z )\iei>:0p = Z Aie; € Ker (f) = Vect (e1,...,¢p) .
1=p+1 i=p+1
Donc il existe (A1,...,A,) € KP tel que

i /\iei:i)\iei = i/\iei— i Nie; =0p
=1 =1

i=p+1 i=p+1
Or (e1,...,ep) est libre (car est une base de E) donc Ay = -+ = A\, = — A\pp1 = -+ = — A, = 0. En particulier, pour
tout i € [p+ 1;n], A; =0 et donc (f (ep+1),..., [ (en)) est libre. On a vu précédemment qu’elle est génératrice dans

Im (f) et constitue donc une base de Im (f). Par conséquent, Im (f) est de dimension finie égale & p :

rg (f) = dim (Im (f)) =n — p = dim (E) — dim (Ker (f)).

Remarque 13 :

1. La dimension de I’espace F' n’intervient pas dans le théoréme du rang. En particulier, F' peut méme étre de
dimension infinie.

2. Grace au théoreme du rang, on note que, lorsque E est de dimension finie,

f est injective & Ker (f) ={0g} & dim (Ker (f)) =0 & rg (f) = dim (F).

Exemple 14 : Déterminer le rang de

] Re[X] = R[X]
I P — (2X+42)P—(X?-1)P.

Exemple 15 : Redémontrer la proposition I1.10 a 'aide du théoréme du rang et en supposant E de dimension finie.

_ h

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € % (F, F'). Si au moins deux parmi les trois suivantes
sont vérifiées

1. dim (F) = dim (F)

2. f est injective

3. f est surjective

alors f est un isomorphisme de E dans F'.

\. J

13
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Démonstration.

e Supposons les points 1 et 2. Alors par le point 2, Ker (f) = {Og} et donc dim (Ker (f)) = 0. Par le théoréme
du rang, rg (f) = dim (F) et donc par le point 1, rg (f) = dim (F) et donc Im (f) = F et f est surjective. Ainsi
f est injective et surjective et est donc bijective.

e Supposons les points 1 et 3. Par le point 3, rg(f) = dim (F) et par le point 1, rg (f) = dim (E). Donc par le
théoréme du rang, dim (Ker (f)) = 0 i.e. Ker (f) = {Og} ou encore f est injective. Or on a déja supposé f

surjective, donc f est bijective.
O

Remarque 16 : Si F et F sont de dimension finie et tels que dim (E) = dim (F) et f € £ (E, F). Alors la proposition
précédente peut se reformuler de la fagon suivante : on a les équivalences suivantes

f est injective & f est surjective & f est un isomorphisme.

Exemple 17 : Démontrer que 'application suivante est un isomorphisme :

f.{ R — Ry[X]
| (a,b,0) = (a+b) X2+ (b+e)X +(a+b+c).

_ h

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € £ (E,F) et b € F. On considére 1’équation linéaire d’inconnu un
vecteur x suivante :

flz)="b (E)
On note S = {x € E | f(x) = b} ensemble des solutions de (FE).
1. Sib ¢ Im(f), alors S = 0.

2. Si b € Im (f), alors S # @ et admet au moins une solution zy € S. Dans ce cas, ’ensemble de toutes les
solutions est donné par

S=zo+Ker (f)={axot+zxeE|zecKe (f)}={ueE|u—zo€Ker (f)}.

\ J

Démonstration. Si b € Im (f), par définition de 'image, il existe zg € E tel que f (zg) = b et donc zg € S est
une solution de (E). Montrons que § = {u € E | u — x9 € Ker (f)}. Soit u € S. Alors f (u) = b = f(x¢). Donc par
linéarité de f, f(u—x9) = f(x) — f(xg) =b—b=0p. Donc u — zg € Ker (f).
Réciproquement soit u € E' tel que u — z¢ € Ker (f). Alors par linéarité de f,
fu)=f(zo+u—mz0)=f(x0)+ flu—20)=b+0F =0
~~ S~——
€S eKer (f)

Donc u € §. Conclusion,
S={ueFE|u—x€Ker(f)}.

Remarque 18 :
e On dit dans ce cas que S est un espace affine de direction vectorielle Ker (f).

e Nous avons déja croisé cette situation lors de la résolution d’équations différentielles linéaires avec second membre
ou lors de résolution d’un systéeme d’équations linéaires avec second membre.

Exemple 19 : Si Si S est I'ensemble des éléments de (z,y) € R? tels que 2z + 3y = 1. On pose

Iy R2 —» R
' (z,y) — 2z+3y

On a alors
S={(z,y) eR?*| f(z,y) =1}.

14
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On note que S n’est pas vide car xg = (1, —1) par exemple est une solution. On a alors
S =uxz9+Ker (f).

Or

Ker(f):{(x,y)6R2|2x+3y:0 :{( fyy>ER2 yeR}
= 3y,—2y )eER? | j=-2ycR}
= Vect (3,-2).

Ainsi,
S=(1,-1)+ Vect (3,-2) = { (1+3t,-1-2t) e R* |t e R}.

C’est donc une droite affine dans R?, dont on a donné I’équation paramétrique.
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