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Correction du Devoir Maison 6
Analyse asymptotique, ensembles et
applications, continuité et dérivabilité

A faire pour le vendredi 04 Février

Exercice I - Analyse asymptotique

On considere la fonction

Partie 1 : Etude de f

1. La fonction logarithme est définie et méme dérivable sur R’} mais pour tout z € R, 1 + z2>1>0.

Ainsi,
’ f est déifnie et méme dérivable sur R.
De plus,
2z 2z — 1 — 22 2?2 -2z +1 z—1)*
ve e R, f,(x):1+x2_ T 1+a2 1422 :_(14-333'
Conclusion,
(x —1)°

2. (a) Pour tout = > 0, on a
1 1
f(a:):ln(1+:n2) —m:—x+ln(m2)+ln<1+ﬁ> :—x+21n(:n)+ln<l—|—9).

Or In (l—i—w—lg) — 0 donc

T—+00

1
1n(1—|—> < 2In(z) < -—x.

$2 r—r—+00 r—r—+00

Conclusion,

(b) On a pour tout « > 0,

f(x)+2=2In(z) +In (1—!—;) — +o0.

T——+00

Donc la fonction f présente ’une branche asymptotique de direction y = —x | mais ne possede
pas d’asymptote en +oo.

(¢) On sait que In (1 + u) SouT o (u?). Posons u = — e 0. Ainsi,

(14 5) e+ G)
P ) e S 2 PO\

flz) = —:U+2ln(a:)—i-i : +0<1).

Z—400 x2 2zt x4

D’ou
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3. Par la question [I]on a

(z—1)
1422
Donc pour tout z € R\ {1}, on a f/(x) < 0. Donc la fonction f est strictement négative sur R sauf en
un seul point. On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur R. De plus, la fonction

f étant dérivable sur R elle est notamment continue sur R. Donc par le théoréeme de la bijection, on
en déduit que f définit une bijection de R dans J = f (R) et de plus,

Vx € R, f(z)=

J=f(R)=| lim f(x); lim f(x)|.

T—r—+00 T——00

Or par la question () ~ —z donc

T—r+00

li = lim —z = —o0.
A I = Bt o= moe

De méme, pour tout x < 0, on a

f(z)=—z+1n (x2) +In <1+;2) =—z+2In(|z]) +1n (1+;>.

D’ou,
F@), o=
Et donc
lim f(z)= lim —x = +oc.
T——00 T——00

Attention, bien que le résultat soit opposé, la fonction f n’est pas impaire pour autant, ni paire
d’ailleurs. Donc J = |—o00; +00[ = R. Conclusion,

‘ f définit une bijection de R dans J = R.

On note g = f~! sa fonction réciproque.

Partie 2 : Comportement asymptotique de f en 0

4. Soit n € N. La fonction f est définie et méme de classe €™ sur R donc en 0. Donc d’apres le théoreme
de Taylor-Young, on en déduit que

‘ f admet un développement limité a I'ordre n en 0.

5. Rappelons que In (1 +u) = u— “72 + o0 (u?). Posons cette fois u = 22 — 0. Dés lors,
u—0 z—0
4
2y _ .2 % 4
ln(1+$ ) ST f?qto(x )
Conclusion,

» ! 4

f(x) S, e —?4—0(37 )-

6. Puisque f est €% en 0, on sait par la formule de Taylor-Young que

" 3) (4)
f(zx) o f(0) + f'(0)z + / 2(0) 2+ / 6(0)933 + / 24(0) zt 4o (334) .
Donc par unicité du développement limité, a 1’aide de la question précédente, on en déduit que
() 1
24 2
Conclusion,
F90) = —12.

2/o1



; ! Mathématiques PTSI, DM6 Cor 2021/2022

7. De méme que précédemment, pour tout n € N, n > 2, on a

In (14 2?) i z::

+ o (z*").

Donc
-1 ) k+1 2k

f(z) —a?—&-z

Notamment on remarque qu’a part —z, tous les termes d’ordre impair sont nuls. Or la fonction f
étant de classe €2" en 0, par la formule de Taylor-Young, on a

+o ().

z—0

2n (k) (0
f(x =, ! /~c'< )mk +o (332") )
k=0

Donc par unicité du développement limité,

f(2k+1) (O)

Vk €€ [1;n—1], (carn >2) W:

Ceci étant vrai pour tout n > 2, on conclut que,

Vk e N*,  fZRH(0) = 0.

8. On sait que
- _ 2 2
fl@) = —w+a+o(2%).

On en déduit donc f admet pour tangente en 0 la droite d’équation

Y= —2x.

De plus,
f@)+z ~ 22 >0

z—0

Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré donc au voisinage de 0, f(z)+x >
0 et donc

‘le graphe de f est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0. ‘

9. Je pressents un ordre 5... On sait par la question [7.| que

't  af 6 2t 5
f(x)xio—x—i—x —?—f—?—ko(az)mio—x—kx —?—1—0(1:).
De plus,
—2?cos(z) = —x? <l—x2+0(:ﬁ3)> = —$2+£4+0(:n5)
z—0 2 T 2

D’autre part,

1 23 20 3 240
2sh(z) — tan(x) = <2x+x+x—|—o($5)—x—$—$+o(ﬂs5)>

z—0 3 6 120 3 15
5 5

SR E o)
5 5

S )
5

S T
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Do,

h(z) =_f(z)— 22 cos(x) + 2sh(z) — tan(z)

S

= —x 42 -5 4o (:1:5)
—z? +Z +o0 (2°)
+x —% +o (2°)

5
o —76% +o0(z°).

IS

Tiens oui c¢’était bien de ’ordre 5. Conclusion,

TP
Partie 3 : Développement limité de [’ en 0
10. (a) Par la question [5., on a
4
_ 2 X 4
f(x)x:m T+ 2+0(:c).

De plus f est €% en 0 donc f’ existe et f’ est méme 4> en 0. Donc par le théoreme de Taylor-
Young, il existe (ag, a1, az,a3) € R* tel que

f'(x) =, a0+ + agz® + azz® + o (2°) .

Or f est une primitive de f sur R donc par le théoreme de primitivation des développements
limités, on a

_ ai o G2 3 A3 4 4
f(x) 373:>Of(0)+a03:+ 5T+ 37 t + o (z").
Donc par unicité du développement limité :
f(0) =0 0K
ag = —1
ayg = -1
a ayp = 2
d=1 &
2 _
az __ a2 =
2 =0
as 1 as = —2
4T T2

Conclusion,

f'(z) = —1+ 2z — 223 +0(x3) )

T—

On vérifie que cela correspond bien a la dérivation du développement limité de f.

(b) Par la question précédente, au voisinage de 0, on a

1 1 1
F(x) 250 —1 + 2z — 223 4+ 0 (23) 250 1 — 22 4 223 + o ()

. 1 2 _ .3 3 3 3
—— =1- — . P = -2 2 . Al
On sait que - u+u® —u? + o (u?). Posons u(z) =, w27 o (2). Alors,
o u(x) — 0.
z—0

e De plus,

u(z)? = (—2z + 223 + 0 (x3)) (—2z + 21 + 0 (333)) =

x—0 r—

0 4x? +0(w3) .

4/
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o Puisque u(z) ~ —2x, alors u(x)® ~ —8z3 et donc

z—0 z—0
u(z)? = —8z3 +o0 (IL‘3) .
« Enfin o (u(x)?) 00 («?).
Des lors,
1 _ 1
frlaw) w0 T
= —(1+2z -2z +o(2*
z—0
+4x? +o (2
+8z% +o(a?
+o (27))
=, — (1422 + 42 + 62° + 0 (2?))
x
= —1—2:1:—4362—63334—0(963).
z—0
Conclusion,

11. Par la question[I.] on a

Donc
Or, on a
1 2
= 1 — X =
(1—2)? ( ) =0
xiO
ij
Ainsi,
1
[z

Oooh! On retrouve le résultat

1+ (=2) (—2) + —
1+2$+3x2+4x3+0(x3).

= —1—-2z —3z% 42’40 (z?)
z—0
—22 223 +0 (m3)
= —1—2x—4x2—6:1:3+0(x3).
z—0

de la question précédente :

2 3 3
(@) zio—1—2$—4x — 6x —f—o(az).

/o1

—(1+2%) (1+ 22+ 32° +42° + 0 (7))
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Partie 4 : Existence du développement limité de g

12.

13.

14.

Par ce qui précede, on a

o la fonction f est strictement monotone (décroissante) sur R donc sur |—oo; 1[ et sur ]1; 4o00],
o la fonction f est dérivable sur R et donc sur |—oo; 1] et sur ]1; +oo],

e Pour tout =z € R,
2
/ __(x_l)

Donc pour tout = € |—o0; 1, f'(z) # 0 et de méme pour tout x € ]1;+oo], f'(z) # 0.

Donc en appliquant le théoreme de la dérivée de la fonction réciproque sur I’intervalle |—oo; 1] d’une
part et sur Uintervalle |1; 4+o00[ d’autre part, on en déduit que g est dérivable sur f (]—oo;1[) et sur
f(J1;400[). Or f(1) =1n(2) — 1 et par le théoreme de la bijection,

f(=00s1) = | f(1); lim f(z)| =]In(2) = 15+00][ et  f(Jl;+00]) =]—00;In(2) - 1[.

T—r—00
D’ou,
g est dérivable sur J' = R\ {In(2) — 1}.
De plus, .
vy e J, Jdy) = ———.
) [ (9(y))
Donc par la question
1+g(y)°
weld, Jdy=-—="5
(1—g(y))”
On pose pour tout k € N,
P (k) : «geEr (J,R).»

Procédons par récurrence.

Initialisation. Si k = 0, alors par la question précédente, on sait que g est dérivable et donc continue
sur J'. Donc g € €° (J',R), donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit k € N. Montrons que & (k) = Z(k+1). On suppose que & (k) est vraie et montrons
que Z(k+1) lest aussi. Par hypothese de récurrence, g est €* sur J'. De plus, puisque ¢ est bijective,

si y # In(2) —1 = f(1), alors g(y) # 1. Donc pour tout y € J', (1 —g(y))? # 0. Donc la fonction
1+9(y)?
Y ew)?

s’annule pas sur J'. Or pour tout y € J', ¢'(y) =
€+ sur J'. Donc Z(k + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout k € N, Z(k) est vraie i.e.

est €% sur J' comme somme et quotient de fonctions €% dont le dénominateur ne

2
_%, Donc ¢’ est %% sur J. Par suite, g est

VkeN, ge%"(J,R).

Par la question précédente, g est € sur J’ donc notamment en 0 (car In(2) — 1 # 0) et donc ¢’ est
€3 en 0. Donc par le théoréeme de Taylor-Young, on en déduit que

g, respectivement ¢’, admet un développement limité a l’ordre 4, respectivement 3, en 0. ‘

On note dans toute la suite (ag, a1, az,as,as) € R5 les coefficients du développement limité de g en O :

15.

9(y) yo0 %0 + a1y + agy® + azy® + asy* + o (y4) .

Puisque f(0) = 0 et que g = f~!, on en déduit que g(0) = 0. Conclusion,

g(0) = 0.

/o1
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Partie 5 : Calcul du développement limité de g, méthode 1

16. Par la question [5.]on a

2 z? 4
f(zx) o —xr+x° — 5 +0(33 )
Donc
e De plus,
f(z)? =, (—x +a?-Z 4o (x4)) (—37 +a? L 4o (334))
= z2 —3 +o (:E4)
z—0
—z3 4+ a2t +o(2?)
+o (J;4)
= x2—2x3+x4+0(az4).
z—0
e Puis,
f(z)? = (—x + 22— = +o (:U4)) (x2 —28 + a2t 4o (m4))

o Comme f(z) ot alors f(x)4 o z* et donc

f(x)t = 934+0(x4).

z—0

e Enfin, o (f(2)*) = o(a?).

z—0

Forts de ces calculs, nous obtenons donc que

g (f(2) =, oS () + aaf (2 + asf(2)* + aaf (@) + 0 ((2)")

_ 2 4 4
=, ~me taz —a% o (z?)
+asx? —2a923 +asxt o (x4)
—azx®  +3azz? +o (x4)
+a4x4 “+o0 (334)
+o (a;4)
=, "ae T+ (a1 + az) 2® — (2a2 + az) 2® + (=% + a2 + 3az + a4) 2* + o (2*)
x
Or pour tout z € R, g (f(z)) = x et donc g (f(z)) =,rto (z*). Donc par unicité du développement
T—r
limité, on a
—a1 = 1 a)p = _1
ar+ay =0 ar=—a; =1
=
2a9 + a3 =10 az = —2a9 = —2
—% +ax+3az3+ays =0 a4:“2—1—a2—3a3:—%—1+6:%.
Conclusion,
_ 2 3 4
9W) 5,y Ty =2+ gyt oy
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17. Par la question précédente, on en déduit que la tangente de g en 0 a pour équation

‘V$ eR, T(x) = —m.‘

De plus,
2
9W) +y ~ v >0

Or deux équivalents ont le méme signe au voisinage considéré donc

la courbe représentative de g est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0. ‘

Cela est bien cohérent avec la question 8| car la tangente de g en 0 s’obtient a partir de celle de f par
la symétrie axiale d’axe y = x. Or la droite y = —x est bien son propre symétrique. De plus puisque
f est en-dessous de cette tangente, par symétrie par rapport & y = x, g se trouve bien au-dessus au
voisinage de 0.

Partie 6 : Calcul du développement limité de g, méthode 2
18. (a) Puisque g(y) o Y + azy* + asy® + asy* + o (y*), on a

) — (a1y + a2y® + asy® + asy® + 0 (v*)) (ary + a2y® + asy® + asy* + o (y*))

o afy? +aragy® +atasy? +o (y?)
+a1a2y3 +a%y4 +o (y4)
+arasy* 4o (y*)
+o (y4
= a?y® + 2a1a0y° + (2a1a3 + a%) yt+o (y4) .

y—0

Conclusion,

g(y)2 = a%yz + 2a1a2y3 + (2a1a3 + a%) y4 to (y4) :

y—0

(b) Si a1 # 0 (important!) alors g(y) o GV Par élévation a la puissance, g(y)* o ajy* et
g(y)? o aty* +o(y*). Si a1 =0, alors g(y) S0 (y) et donc g(y)* o 1y* 4 o (y*) reste vrai

dans ce cas. Conclusion,

9()* = aly*+o(y").

Yy—

19. Par continuité de g en 0, g(y) — g(0) = 0. Or par la question [5.| f(z) = —x+2?— % + o0 (z*). On
y—0 z—0
obtient donc que

4
—g(y) +9(y)* - g(g) +o(gy)").

f(g(w))

Or par les questions précédentes, on sait que

yj>0

a(y) et + asy? + asy® + agy* + o (y4)
9(v)* =, oly’ +2a1a2y” + (2005 + a3) y" + o (y")

g(y)* = afy*+o(yh).

y—0

déduit égal t 4 = 4). Do
On en déduit également que o(g(y) ) So o(y ) o,

4
a
fg(y)) yjo —a1y + (a% — a2) y? + (2a1a2 — as3) y® + <2a1a3 + a% — a4 — 1) vt +o (y4) .

2
/o1
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Or
. 4
Flaw) =y = y+oly).

Donc par unicité du développement limité,

—a] = 1 ap = -1

a? —az =0 ag =aji=1

=
2a1a2 — as = 0 a3 = 2&10,2 =-2
4 4
2a1a3+ a3 —as— % =0 as =2aa3+ a3 — Y =4+1—-3 =1

Conclusion, on retrouve bien que

gly) = —y+y2—2y3+9i1+0(y4)
y—0 2 '

Partie 7 : Calcul du développement limité de g, méthode 3

20. Parla questionon sait que g admet un développement limité d’ordre 3 en 0 : il existe (bg, b1, ba, b3) €

21.

R? tel que
g'(y) = bo+biy+ by +bsy® +o(y?).
y—0
Or g est une primitive de g sur J’, donc par le théoréme de primitivation des développements limités,
on a

B b1 9 b2 3 b3 4 4
g(y)y30b0y+§y +3Y Y +o(y").

Or on a g(y) =, 1Y + asy® + asy® + agy* + o (y4). Donc par unicité du développement limité,
Y—>

bo = a1 bo = a1

%1 = a o b1 = 2a2
%2 = das bz = 3a3
%‘ = a4 by = 4ay.

Conclusion,

J () o + 2a0y + 3aszy® + dasy® + o (v°) .

Dans la partie [3[ on a vu que ﬁ = —1 -2z —422 — 623+ o0 (x?’) Or on sait également que
T—

g(y) = ary+agy? +azy®+o (y3) — 0. Puis nous avions également calculé que
y—0 y—0

9(y)? V50 aty® + 2a1a2y® + (2a1a3 + a3) y* + o (y*) = aiy® + 2a1a29” + 0 (v°).

y—0

Par suite,

9(y)* = g9(y)g(y)? o (a1y + asy® + asy® + o (y°)) (aly? + 2a1a29” + 0 (3*)) o aty® + o (y%) .
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Ainsi,
1 2 3 3
= —1-2g(y) —49(y)* — 69(y)* + 0 (9(y)?)
f(gly)) v°
= —1—2a1y —2a2y2 —2a3y3 +o (y3)
y—0
—4a%y2 —8a1a2y3 +o (y3)
—6a‘1’y3 +o (yg)
+o (y3)
— 1 _ _ 2,2 3\, 3 3
o 1—2aq (2a2 + 4a1) Y (2a3 + 8ajas + 6a1) Yy’ +o (y ) )
Conclusion,

m yjo —1—2a; — (2@2 + 4a%) y2 — (2@3 + 8ajas + 6a‘;’) y3 +o0 (y3) .

22. Par les deux questions précédentes, on a
J () o a1 + 2a9y + 3asy® + dasy® + o (y3)
— = —1—2a; — 2a2+4a2 y2 — 2a3—|—8a1a2+6a3 y3+0 y3 .
' (g(y)) w0 ( Dy = 1 )

Or on sait que pour tout y € J’, (et donc notamment au voisinage de 0) on a m = ¢'(y). Donc
par unicité du développement limité,

ar = —1 ap = —1
2a9 = —2aq o ag = —a; =1
2a2+4a?
3az = — (2(12 + 4a%) asz = —7(12?; 1= ——2‘3‘:4 = -2
_ _ 3 __ 2a3+8aiap+6al 486 _ 18 _ 9
4ay = (2&3 + 8ajas + 6a1) ag = — 1 1 = 7 =T =3

Rien & faire, ou trouve toujours les mémes coefficients :

gly) = —y+y2—2y3+9£1+0(y4)
y—0 2 ’

10/]21]
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Exercice II - Continuité, dérivabilité

On considere la fonction f définie par

22
ex?-1 six €]-1;1]

f:x—
0 sinon.
Partie 1 : Etude de f
1. (a) Pour tout x € |—1;1], on a

f(l') - f(o) = ezgil —e¥ = e_li2 -1 = e_l’2(1+0(1)) -1 = e—x2+o(x2) 1

z—0 z—0 )

uo 2 9 _ )

Ore o 1+ u + o(u). Posons u(x) S T to (z%) = 0. Alors o (u(x)) =0 (22). Donc

f(x) = f(0) = 1—x2—|—0(:n2)+0(x2)—1x: —1‘2+0(ac2).

z—0 —0

Conclusion,

fl@) = f(0) ~ —a’.

z—0

(b) On sait que deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré et pour tout = € R,
—22 < 0. Donc par la question précédente, pour tout  au voisinage de 0, on a

flz) = f0)<0 & f(z) < f(0).

Conclusion,

‘f(()) = 1 est un maximum local de f atteint en x = 0. ‘

2. Pour tout € ]—1;1[, 22 — 1 # 0 donc f est bien définie et méme %! sur |—1; 1] comme composée de
fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus,

22\ 2 2z (22 — 1) —2? (22) 22 2z z?
Ve e |-1;1], "(z) = ( ) e 1 — er2-1 = —— "7 o321
] [ f ( ) 2 —1 (.CC2 _ 1)2 ($2 _ 1)2
Conclusion, | f est €1 sur |—1;1[| et
2z 2?
Vo e ]-1;1], "(2) = ————— e=?-1,
R

3. Appliquons le théoréme de prolongement %’!. Montrons que f est continue sur R.. La fonction f est
continue sur Ry \ {1}. De plus,

lim f(z) = lim 0 =0 = f(1).

z>1 z>1

D’autre part,

limz?—-1=0".
rx—1
<l

Donc
. 1
lim
rz—1 1172 -1
r<l

= —OQ.

11/21
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Puis
. a?
lim 5 =1XxX—00=—00.
z—1 x4 —1
<l

Par composition,
2

lim f(z) = lim o1 = 0.

r—1 x—1
r<l <l
Donc
lim f(z) = lim f(x) = £(0) = 0.
r<l z>1

Donc f est continue en 1 et donc sur R;.

Pour tout = > 1, f(z) = 0. Donc f est ¢! sur ]1; +oo[ et pour tout = > 0, f/(z) = 0. Donc la limite
de f" A droite existe et
lim f'(z) = 0.

z—1
z>1

D’autre part, par la question précédente, f est aussi € sur [0;1[ et pour tout x € |—1;1],

2z o2

Pour tout z € [0; 1], posons u(z) = x?—il Alors,

Puisque u(z) — oo, par croissance comparée, on sait que
r—lz<l

lim u(z)? e®) =0,
z—1
<1

Donc par produit,
lim f'(z) = -2 x0=0.

rz—1
r<l

Résumons :

e la fonction f est continue sur R
o la fonction f est €1 sur Ry \ {1}

o les limites de f” & droite et & gauche existe et coincident :

lim f'(z) = lim f'(x) =0

r—1 r—1
<1 r>1
i.e.
lim £’ =0.
xA»lj?(x) 0
x#1

Donc par le théoréme de prolongement €', on en déduit que

fest € en 1 et donc sur R

et de plus,

2

vreR,, f)={ e steelil

0 siz € [1;400][.

12/21
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4. La fonction f est définie sur R et R est centré en 0. De plus, pour tout x € R, si € |—1;1], alors
—z € ]—1;1[ et donc

(—x)2 2
f(ma) = T = o1 = f(a).

Siz € |—o0; —1] U [1; 4+00[, alors —z]—o0; —1] U [1; +00] et donc f(—z) = 0 = f(z). Donc la fonction
f est paire. Commengons donc par dresser son tableau sur R. Pour tout x € [0; 1], on a

Donc la fonction f est décroissante sur [0;1] et constante sur [1;+oo[. Ainsi :

x 0 1 +0o0

Conclusion, par parité,

Partie 2 : Sur les dérivées de f

On admet dans la suite que f est € sur R.
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6. Pour tout = € ]0;1[, posons h = x — 1 i.e. x = 1+ h et alors h € |—1;0[. Dés lors,

(1+h)?2
F@) = F(1+h) =elntT

142h+h?
— e 2h+h?

142h+h2 1
2h I
1+4

Il
)

Conclusion,

. Soit n € N. Par la question précédente, on a

(-1 f(z) ~ (z—1)"eTTe .

z—1
<1
Posons u = %1 — —o00. Alors,
=L z1
<1
u
n =4 _3 ez _3 . ,
(x—1)"e@eDe s =—e 1 — 0 par croissance comparée.
un U——00

Or deux équivalents ont méme limite. Donc

lim (z —1)" f(z) = 0.

z—1
<l
. A . n _ . _ n —
Bien stir, 9131_>ml (x—1)" f(x) = :}Eﬁ (. —1)" x 0 =0 et donc
x>1 x>1
lim f(x) = 0.
Conclusion,

Vn e N, f(z) = o((z—=1)").

. Or on a admis que f est de classe € sur R et donc " en 1. Donc par la formule de Taylor-Young,

n_ (k)
1) 2, P @ o1y,

Donc par unicité du développement limité, pour tout k € [0;n],

F® ) =o.
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10.

11.

En particulier pour k = n, f (”)(1) = 0. Ceci étant vrai pour n € N quelconque, on conclut que

vneN,  fM@a)=o.

On admet de méme pour tout n € N, f("(—-1) = 0.

On procede par récurrence. On pose pour tout n € N, & (n) la propriété :

n+2

¢« I(an, .- annt2) € [—1;1] s Ong < Gpa < - < appt2, Vk € [1;n+2], f(”) (ank) =0.»

Initialisation. Si n = 0, on sait que f(—1) = f(1) = 0. Donc en posant ap; = —1 et ap2 = 1, on a
bien ag1 < apz2 et f(ao1) = f (ap2) = 0. Donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons Z(n) vraie et montrons que
P(n + 1) Vest aussi. Par hypothése de récurrence, il existe (an1,...,anni2) € [—1;1]"72 tel que
f™ (an1) = -+ = f(anni2) = 0. Soit k € [1;n + 1]. Alors, puisque f est €1 sur R, g, = f™
est continue sur [an k; p k+1], dérivable sur |a, i; apn g+1] et vérifie g, (an k) = gn (an k+1). Donc par
le théoreme de Rolle, il existe apn41k+1 € Jan k; Gnk+1] tel que g, (ant1pt1) = fntd) (@n+1k+1) = 0.
Puisque pour tout = > 1, f(x) = 0, alors pour tout z > 1, f("+1)(x) = 0 et par continuité de f(+1)
en 1 (car f est €7 en 1), on a f+1(1) = 0. De méme £+ (—1) = 0. Posons donc a,411 = —1
et ap+1n+3 = 1. Alors on a bien

Vke[lin+3],  fO (app1x) =0.
De plus, on a
an+1,1 = -1 < Qn,1 < An+1,2 < An,2 < - < An+1,n+2 < An n+2 < 1= an+1,n+3-
Donc pour tout k € [1;n + 3], ant1k € [—151] et
an+1,1 < Ap+12 < - < Apt1n42 < Ap41,n+3-

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion,

‘Vn eN, Z(n) est vraie. ‘

Soit n € N. Pour tout = > 1, f(z) = 0, donc pour tout z > 1, f((z) = 0. Puis, f( étant continue
sur R, on obtient que f(™ (1) = 0. Donc pour tout = > 1, f(™(z) = 0. De méme, pour tout z < —1,
f™(z) = 0. De plus la fonction f étant €” sur R donc sur [—1;1], on en déduit que la fonction f(™
est continue sur le segment [—1; 1]. Or toute fonction continue sur un segment est bornée (et atteint

ses bornes) donc il existe M € R tel que pour tout = € [—1;1], | f(™) (x)‘ < M. Et puisque pour tout

xeR\]-1;1], f(”)(x)‘ =0 < M, on en déduit bien que

Vz € R, ] [ (@)| < M.

Conclusion,

pour tout n € N, la fonction f(”) est bornée sur R.

Par la question pour n = 1, il existe M € R tel que pour tout t € R, |f'(t)| < 1. Soient (z,y) € R,
x # y. Alors la fonction f est continue sur [z;y] (ou sur [y;z]) et dérivable sur |z;y[ (ou sur |y; z|).
Donc par I'inégalité des accroissements finis,

|f(z) = f(y)| < sup |f/(t)]|z—yl.

te€lz;y|

Or supyejg, | f'(t)| < M. Donc
[f (@) = f()l < Mz —yl,

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

‘la fonction f est lipschitzienne sur R. ‘
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Partie 3 : Sur les dérivées n-iéme de u

On pose
1
—1;1 = — .
veelLl u(e) =
12. Soit a € R et v, : R\ {a:]; : ﬂi . La fonction v, est définie et méme € sur R\ {a}. Pour tout
n € N, on pose o
-1)"n!
P(n) : «Vr e R\ {a}, o\ (z) = % »
(z —a)"
Initialisation. Sin = 0, on a pour tout z € R\ {a},
-1)"n! 1
@) =)

(1’ - a)n—‘rl T —a

Donc Z(0) est vraie.

Hérédité. soit n € N. Montrons que &(n) = Z(n + 1). Supposons #(n). Montrons que Z(n + 1)
est alors aussi vraie. Par hypothese de récurrence,

(—=1)"n!

Va e R\ {a} ) ,U(n) (.CI}) = a)n—H :

a (;L'—

Donc v{" est dérivable sur R\ {a} et

Ve e R \ {(I}, U((ln+1)(l') — (_1): n'(_)sg’r;_ 1)) _ <_t)n+1 ()T:L:;l)'

Donc Z(n+ 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

(—=1)"n!

Vn eN, Vz e R\ {a}, o (z) = s
a

a

(z —

13. Pour tout z € |-1;1[, on a

1 1 1
= X
2—-1 x—-1" z+1

u(z) = = vy (z)v_1(2).

Soit n € N. Les fonctions vy et v_; sont n-fois dérivables sur |—1; 1] donc par la formule de Leibniz,

veel-1;1], u™()= znj (Z) o ()0 (2).

Par la question précédente,

veel-1;1], u™(2)

"\ (=DFR (=D F (n— k)
Z (k) (i _ ?l)k-i-l ( (m)_ a)(n—k-i-l)
o n! (=DF k! (=)™ F (n — k)
- Z k! (n _ k)| (CL‘ o 1)k+1 (CC + 1)nfk+1

oW ()"

= (Qj - 1)k+1 (l‘ + 1)n*k+1

Conclusion

- —1)"n!
VneN, Ve e]-1;1], u™(z) = ( )
] [ ( ) kgo (l‘ . 1)k+1 (LII + 1)n7k+1

16/21]



; ! Mathématiques PTSI, DM6 Cor

2021/2022

14. Soit n € N, par la question précédente, on a

Ve e]-1;1], u™ (z) = (=1)"n

lences suivantes :

(x—1)( x+1”+lz<x+1>

On reconnait donc une somme géométrique de raison ¢ = ;—ﬂ Or pour z € |—1;1], on a les équiva-

1
$+1:1 & r+l=x—-1 carx—1#0
l’ [e—
& 1 = —1 impossible.
Donc pour tout = € |—1;1], on a
n+1
1)t 1 (8
Vz € ]71a 1[3 u(n)(gj) = ( ) ik n+1 ( a:1+)1
(=1)"n! (z — )"t — (x4 1)" ! z—1
@) @+ )" (z — )" r—1—(z+1)
o ey ()
= x—1 —(x+1 ——
(=)™l 1 1
- 2 (fl? + 1>n+1 (l’ - 1)n+1 :
Conclusion,
—1)"n! 1 1
vn eN, Ve e]-1;1], u(”)x:( — .
] [ ( ) 9 (ZU - 1)n+1 (x + 1)n+1

15. Par le théoréme de décomposition en éléments simples, on sait qu'il existe (a,b) € R? tel que

1 a b
V. —1;1 = = )
vel-L1,  ul@)= g7 =7t
Méthode 1. Donc
ar+a+br—b (a+b)x+a—0>
Vo e ]-1;1], u(x) T o
On note alors qu’il suffit de prendre
a+b=0 atb=3 L1<_L1+L2
_h = g — _1 Li—Lo
a b=1 b= 3 L2 — 5 -
Donc . ) .
“1:1 S
veel-Li ul@) 2($—1 x+1>
Méthode 2. ) b
Vo e]|-1;1], (m—l)u(a:):$+1—a—|—(x—1)x+1
Donc par passage a la limite z — 1,
1
5 = Q.
De méme 1
V. —1;1 1 = 1 .
rel-L1, (et ul) = — = (@+1)
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Donc par passage a la limite z — —1,

1
—— =.
2
On retrouve donc
veel il ) =g (o )
z e |-1; u(z) = = — )
Y 2\z—1 z+1

Soit n € N. La fonction u est € sur |—1;1[ et

Ve e-1;1], u(”)(x):;(( 1 >(n>_< 1 >(”)):v§”’(x)—v<_ﬁ>(x)'

r—1 r+1 2

Donc par la question [12]

ekl o= (- ).

Conclusion, on retrouve bien que

—1)"n! 1 1
vn €N, Vz € ]-1;1], ) () = { _ _
16. Sin=20,o0n a
22
Vo e]-1;1], w(x):xQ_l.
Sin=1,
2z (22 — 1) — 22 (2 2
Vl‘E]—l;l[, w'(:z:): w(x ) ;(x):_ X .
(z* 1) (x? = 1)

Soit maintenant n > 2. Pour tout Vo € ]—1;1[, on a w(z) = x2u(x). Donc par la formule de Leibniz,
pour tout x € |—1;1],

W@ =Y <Z> () u" ()

k=0
n(n —1)

= («®)u™(z) +n (xQ),u("_l)(:v) + =

(@) 42 (@) +0

car pour tout k > 3, (x2)(k) =0

(=1 [ 1 1 1
=z B (:E _ 1)n+1 B (m + 1)n+1

(=)™ (n—1)! 1 1

B {<x—1>"<x+1>"}
n(n—1)_(=1)""%(n—2)! 1 1
+ 5 2 5 [(:L‘ _ 1)n—1 - (l’ + 1)1111
(=D)"al [ 2? B z? 2 N 2z N 1 B 1
T2 | @-0" @)™ @)D" @) @) (a4t
(=" [2? 22 (z — 1) + (z — 1) 2?2z (x4 1)+ (1’—&-1)21
= 9 _ (x _ 1)n+1 (x + 1)n+1
(=D [ 14z B 1
- 2 _(m _ 1)n+1 (.’E + 1)n+1
Conclusion,
_ " _(=1)"n! 1—4x 1
Vn €N, Vz € |-1;1], w™(z) = 9 [(x 1) ($+1)n+1]
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Exercice III - Ensembles et applications

Partie 1 : Applications
Soit E un ensemble et f € .7 (E, E) telle que fo f = f.

1. Supposons que f est injective. Montrons alors que f = Idg. Soit € E. Montrons donc que f(z) = z.
Par définition, on a

Posons y = f(z) alors,

Or par hypothese, f est injective. Donc
y==x ie.f(x) ==.
Ceci étant vrai pour tout « € E, on obtient que f = Idg. On a donc montré que
f injective = f=1dg.

Réciproquement, si f = Idg, alors directement, f est bijective et donc notamment injective (ou
encore pour tout (z,y) € E?, si f(z) = f(y) alors # = f(x) = f(y) = y et donc f est bien injective).
Conclusion,

‘f injective & f= IdE.‘

2. On suppose que [ est surjective. Montrons alors que f = Idg i.e. Vo € E, f(z) = z. Soit z € E.
Puisque f est surjective, il existe u € E tel que f(u) = x. Donc en composant par f, on obtient

fof(u)= f(x).

Or par définition f o f = f. Donc

Or par définition de u, f(u) = x. D’ou
z = fu) = f(x).
Ceci étant vrai pour = quelconque dans F. On en déduit que f = Idg. On a donc établi que
f surjective = f=1Idg.

Réciproquement, si f = Idg, alors f est bijective et donc surjective (ou encore pour tout y € F, on a
y = f(y) donc y admet au moins un antécédent (lui-méme) donc f est surjective). Conclusion,

’f surjective & f= IdE.‘

3. Prenons E =R et f: E : fo . Alors fo f = f et pourtant f # Idg. (on pouvait aussi prendre

frx—|z]).
Autre exemple, pour n € N* prenons F = ., (R) et f : M — MJgtM. Alors pour tout M € ., (R),

MM, Y Mt
FOM) + () MM (M) Mt By gy

£y = B 5 -—= L = r(),

Donc fo f = f mais f # Id 4, () (exemple si M € o, (R) \ {0,}, on a f (M) =0, # M).
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Partie 2 : Ensembles

On considere ’'application suivante :

. Z[R) = Z(R)
Uk E — (ENnA)UB.
4. On a
f)y=0®NnA)UB=0UB =B,
et
f(A)=(AnA)uB=AUB,
et

f(B)=(ANB)UB.
Or AN B C B, donc f (B) = AN B. Enfin,

f(R)y=(RNA)UB=AUB.

Conclusion,

[f(0)=0, f(A)=AUB, [(B)=ANB.f(R)=AUB]

5. Si A =10. Alors, pour tout E € & (R)
f(E)=(ENnP)UB=0UB=B.

Dans ce cas, f est 'application constante :

2 (R)

- Z(R)
F — B.

6. Si B =R. Alors pour tout £ € & (R),
f(E)=(ENA)UB=(ENA)UR=R.

Dans ce cas, f est aussi une application constante :

Z (R)

- Z(R)
EF — R

7. Soit E e Z(R) telque BCEC AUB.

(a) Soit x € E. Puisque E C AU B, alors x € AU B.
Premier cas, si z € A, alors comme on a aussi par définition x € E on obtient que z € F N A.
Doncz € (ENA)UB = f(E).
Deuxiéme cas, si © ¢ A, comme z € AU B, alors z € B. Doncz € (ENA)UB = f(E).
Donc dans tous les cas, x € f (F). Conclusion,

(€ E) = (xef(B) ie ECf(E).|

(b) Réciproquement, si z € f(F)=(ENA)UB.
Premier cas, siz € ENA, alors x € E.
Deuxiéme cas, si € B. Par hypothese, on a B C F, donc = € E.

Ainsi, dans tous les cas x € E. D’ou (z € f (E)) = (z € E). Donc f (E) C E. Or par la question
précédente, E C f (E). Conclusion,
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8.

10.

11.

Soit £ € Im (f). Autrement dit, £ admet un antécédent par f : il existe F' € Z (R) tel que £ =
f(F)=(FnNA)UB. Dans ce cas, on obtient que

B CE.

Puis FNAC A. Donc (FNA)UB C AUB. D’ou E C AU B. Conclusion,

BCECAUB.

Soit E € Im (f). Alors par la question précédente, B C E C AU B. Donc par la question [7.| on en
déduit que E = f (E). Donc

Im(f)C{EcP®R)[E=[f(E)}.

Réciproquement soit £ € & (R) tel que E = f(F). Alors E admet bien un antécédent par f (lui-
méme) donc E est dans 'image de f : E € Im (E). Donc

{EeZR)|E=f(E)}CIm(f).

Conclusion,

m(f)={Ec 2 ®R)|E=f(E)}|

Soit E € & (R). Posons F = f (F). Alors F' € Im (f). Donc par la question précédente, f (F') = F.
Autrement dit,

F(f(E) = f(E).

Ceci étant vrai pour E € & (R) quelconque, on en conclut que

Par la question précédente, on a fo f = f. On en déduit donc de la partie [11]:

F est bijective - f est surjective
f est injective

{f =Idyr)
f=1daw)
< [ =1dow)
& VE € Z(R), f(E)=E.
En particulier, si £ = (), on a
0=f(0)=@NAUB=B,
D’autre part, F =R, on a

WR=f(R)=(RNA)UB=AUB=AUD=A.

Donc si f est bijective, alors A = R et B = (). Réciproquement, si A = R et B = (), alors pour tout
E e Z (R),
f(E)=(ENR)Ul=FEUd=E.

Donc f = Id» ) et donc f est bien bijective. Conclusion,

’ f est bijective & A=Ret B=1{. ‘
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