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9 PHYSIQUE & TECHNOLOGIE

Epreuve de Mathématiques

Durée 2h30

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble €tre une erreur d’énoncé, d’une part il
le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, 1’orthographe, la qualité¢ de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des
copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte. Les candidats
sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Tournez la page S.V.P.



Probléme - Formule de Stirling et application
Partie 1 - Une premieéere formule

1 1
1. Soit n € N*. Montrons que v,, = (n + §)ln(1 + ﬁ) -1

Calculons pour commencer :

U T et )l opnyn ele(n+nl Tkl () ©
v _ 1n(”n+l)
n - U,

& (7))

1
Uy (n+ 1)n+1 n+l "nl (n+1)""2(n+1) "l 1 (1

Ainsi, il vient que :

1
= ln(l + —) -1
In(e)=1 n
. * 1 1
Conclusion : Vn e N", v, = n+§ln 1+— -1
2. Calculons pour n au voisinage de +00 :
1 1
Up, q?) =<7’L+§>1H(1+@)—1
-0
B 1 1 1 N 1 .
o\ nooop?  3n3 £ n?
1 1 1
1 - o + 32 + ﬁ;(;g)

) 1
Conclusion : v, s Tk
3. — (Nature de la série ZneN* Un)

Appliquons le théoreme de comparaison par des équivalents :

. ~ >
U o 12n2 (i)
(4)

1
e la série Z — converge (Riemann, a =2 > 1) (444),

neN*
donc il vient que :

v, converge.

Conclusion : la série Z

neN*

+
n

1

1
>n+2



— (Convergence de la suite (In(u,))pent)
On a alors les déductions suivantes :

la serie Z U converge
neN*

) N so. Up+1
d’ou : la série In —u ) converge
n
neN*

d’ou : la série Z In(uy,41) — In(u,) converge
neN*

d’ou : la suite (In(u,,))pen* converge

Conclusion : la suite (In(u,,)),en converge.‘

Ce qui autorise a poser £ = lim In(u,) € R.
n—+00

4. On a les déductions suivantes :

car les u, >0

par théoréeme sur les séries télescopiques

lim In(u,) = ¢
N . ‘ L
d’ou : lim uw, = e par continuité de exp
n—+00
N Y4 . 4
d’ou : U, ~ € possible car e £ 0
+00
n
d’ N n n Y
ou : T e
e n. +00
n
Jot - n yn |
ou : -~ ~ nl
ene' +00
N ny\" -0
d’ou : nl ~ Cyn-: (—) en posant C'=¢ >0
+00 € N4

n\”"
Conclusion : il existe une constante C' > 0 telle que n! s Cyn - (E) .
o

Partie 2 - Obtention de la constante C

5. Méthode 1 - Obtention d’un équivalent de (Ia,)nen

(a) Cf corrigé de 'annexe.
(b) - (Calculs de Iy et I )
Conclusion : Iy = 7 et I = 1.

- (Calcul de 1)

Calculons :
I, = J2 cosz(t)dt
0
_ J’S 1
0 2
) %[t . sinéZt)F
0
o
T4
Conclusion : Iy = 1

(1 + cos(2t))dt par formule de linéarisation



(¢) Soit n € N*. Calculons :

™

I,.1 = J2 cosn+1(t)dt = JQ cos(t) cos’ (t) dt
0 0 —Y—
gty f)

= [ sin(t) cos” (¢) ]g - fQ sin(t) (—nsin(t) cosn_l(t)) dt possible car f,g de classe €
0 A B ,
g(t)  f(®) g(t) fi(t)

™

= n f ’ sinz(t)cosn_l(t)dt
0

= n Jg (1- cos2(t)) cosn_l(t)dt
0

nIn—l - n]n+l

Ainsi, on a établi une équation en /, ., dont la résolution immédiate permet de trouver que :

. n
Conclusion : Yn e N*, I, = mln_l.

(d) Montrons, par récurrence simple, que :

VneN*, nl,l, = %
_Y_I

Z(n)
e (Initialisation) -
Montrons 'égalité (1) i.e. 1 X I11 = 5
L’égalité est bien vérifiée par 5 (b).
e (Hérédité) Montrons que : Yn € N*, [2(n) = P(n+1)].
Soit n € N*. | Supposons D'égalité Z(n).
Montrons Iégalité Z(n + 1) i.e. (n+ 1)1,411, = g

Sachant que n € N*, calculons :

no| 3

n
(n+1)1,411, 5(:c) (n+ 1)72/ + 11”_11" = nlnln-y H.:R.

Ce qui achéeve I’hérédité.

ie. (nl,I,_1)nen* est constante égale a Z.

Conclusion : Vn € N*, nl,I,_; = :

vl 3

(e) Soit n € N*. Montrons que I,,41, < IZ <IL,I,1.
Montrons d’abord que | (I,,),en est décroissante  (7)

(I,)nen est positive (i7)
Soit n € N. Etudions le signe de la différence I,,;1 — I, :
I, -1, = J [(cos t)n+1 — (cost)"]dt = [ (cost)" (=1 + cost)dt
linéarité de I 0 0 ——
—— 20 <0
=0
<0
De maniere plus rigoureuse :
vt € [0,7], —l+cost = 0
dou: Vtel[0,3], (cost)"(=1+cost) < 0 car (cost)" 20
N g ne g par croissance de J
d'ou : IO (COS t) ( 1 + cos t) = IO Odt et bornes dans le bon sens
d’ou : ILyy1—1, = 0
d’ou : I,v1 < I,

Ainsi, la suite (I,,),en est bien décroissante.

4



Soit n € N. On a les déductions suivantes :

vt € [0,7], (cost)” = 0
d’ou : : (cos t)ndt > ’ 0dt par croissance de
0 0 et bornes dans le bon sens
d’ou : I, = 0
Ainsi, la suite (I,,),en est bien positive.
On a alors les déductions suivantes :
Vn € N*, Igw = I, =< I,,4 car (I,)pen*

dot: VneN* I,.I, < I,, < I,1I, car (I,)nen+ positive
Conclusion : Vn € N*, I,,,1, <I><1I,I, ;.
T
(f) Montrons que Iy, e HR'
On a les déductions suivantes :
Vn e N*, Iy, < I} < I,0,_1 par5(e)
1 I
* v 2 T
VneN", m I, < o par 5 (d)
Or:
T v
o ~ _7
2(n+1) +o0 2n
T T

* — ~ —
2N +o0 2N’
T

d’ou, par le théoréme des gendarmes version équivalent, il vient que I;, ~ z—.
+o0 2N
Ainsi, par opérations licites sur les équivalents (racine carrée et évaluation), il vient que :

T
Conclusion : Iy, ~ _—.
2n +00 4n,

6. Méthode 2 - Obtention d’un équivalent de (I, )nen

(a) Soit n € N. Montrons que I cos2n(t)dt =215,
0

Calculons :

J cosQn(t)dt = [ZCOSQn(t)dt+J cosQn(t)dt
0 0 z

2
\

=L, (%)
Reste & montrer que () = I,,.
Calculons :
T 2n 0 2n
J cos” (t)dt = J cos” (m —u)(—du)
5 u=mr—t ¢* 5
du—=dt
g 2n
= J cos” (u)du
cos(m—u)=—cos(u) 0

(_1)21'1,:1

- I2n

Ainsi, il vient que :

K
Conclusion : Vn € N, J Cos%(t)dt = 215,.
0




2n
. 1 2n\ (7 i2(k-n)t
(b) Soit n € N. Montrons que I, = %" ,;J( L ) L e dt.
Calculons : i
215, = J' cos>"(t)dt
m o (1)

7 [ it 4 ot 2n
= SRR, R
Euler 0 2

2n
1 7r 2 ikt —i(2n—
FEN — J Z ( l:’l)ezkte i(2n k)tdt
0

Moivre k=0
2n
1 2n T i2(k—n)t
= = dt
linéa. 4" ’;( k ) JO ¢

Ainsi, il vient que :

Conclusion : Vn €N, I, =

1 % 2n\ (™ 2(k=n)t 4,
2 X 4" k), © '
k=0

(c) Soit p € Z.
On a alors la disjonction de cas suivante :

e sip =0, alors :

e sip# 0, alors :

reiwdt - [e—} = L@ -1 = = (1P - 1)
0 0 P

ip ip
"o T sip=0
lusion : Vp € Z dt =4 1 > i '
Conclusion : Vp ) [0 € i_((_l)] —1) sip#0
p
. 2n)! 7w
(d) Soit n € N. Montrons que Iy, = ()2 3
Calculons :
2n
B 1 2n\ (T i2(k-n)t
I = mz(lﬂ)ﬁ) o
k=0
2n
_ 1 2n\ (7 i2(k—n)t 2n
- m(kzo(k)[o © e
k;n —

=0 par 6(c) k=n

|

[\
x‘ﬂ
e

3
—
s ¥
~

En explicitant le coefficient binomial, il vient alors que :

2n)!
Conclusion : Vn e N, I, = (n)2:
4n(n!)? 2
(e) Calculons :
L, = (2n)! T
4n(nl)? 2
CVan(2)™" o
S FovEyy T oo
I
+00 (C m
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+o0 cVan

7. Obtention de la constante C
Résumons la situation :

Conclusion : Iy,

e par 5(f), Iz, o\

e par 6(f)7 IZTL +;o

d’ou, il vient que :

T T
Vin % oyan C Vw2 O=vor

Conclusion : C' = 27 et n! = V270 - (g)n.

Partie 3 - Application de la formule de Stirling

Soit n € N*. Rappelons que :

0, = ((2"33)’11 = exp( 1 (20)

nln n"n!
(2n)!

1
Dans les questions 8 et 9, on étudiera d’abord — ln( o

).
8. Soit n € N*. On a les déductions suivantes :

(2n)! Vamn( 271)271,

Tl i \/_( o s V2 - ( )" par la formule de Stirling
d’on : (712’"1”173!! = V2 (g)n + +(go((g)n)
don: aw(E o ey o (G
dott : % ((712”73,) = ln(§)+%ln(\/§++(c)>o(l))
d’ou : nEIPw % In( 512,:;)") = ln(%) par calculs de limites

Par continuité de ’exponentielle, il vient que :
4

Conclusion : lim a, = —.
n—+00 €

9. Soit n € N*. Calculons :

3| =

—

-~ ~~
s V]
S| <
<SS

T"__ ~—

~

1]

2n n
% (ln(l_[ k) = nlnn— ln(l_[ k))
k=1 k=1

2n n
= —In(n) + % Z In(k) = —In(n) + %Z In(n + k)
k=n+1 k=1

“la(n) + lZ n(n(1+7))
= —In(n) + ,—11 iln(n) +% iln<1 * %)
\ prt k=

g

=0




Ainsi, on reconnait une somme de Riemann :

(2n)! 1 ¢ k
”hl<” ] =EZIH 1+ﬁ

k=1

F(E)

n

Appliquons le théoréme sur les sommes de Riemann & f : ¢+~ In(1 + ¢) continue sur le segment [0,1] :

%’; f (%) s J F(t)dt

Or:
1 2
4
J In(1+¢t)dt = J In(u)du = [uln(u) — u]f =2In(2) -1 =1In(3)
0 u=1+t ' J1
du=dt
D'ou : (2n)!
n
Jim (2 )

Ainsi, par continuité de I’exponentielle, on retrouve que :

4

Conclusion lim a, = =
n—+00 €

Exercice

1. Résolution de 1’équation intermédiaire (F')

(a) Soit (a,b) € R”.
Sachant que | z, est deux fois dérivable sur ]0, 4+o00[ , on a les équivalences suivantes :
Vz €]0,+00[, z (x) = 2ach(z) + (ax + b)sh(x)

%, est une solution particuliere de (E) < Vuz €]0,+00], zl','(x) - zp(x) = 2ch(x)
< Vuz €]0,+o0[, 2ach(x) = 2ch(x)
=4 a =1

Ainsi, il vient qu’une solution particuliere de (E) est la fonction :

Conclusion : z, : x = wsh(x).

(b) Comme (F') est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants, on procede
comme suit :

e Résolution de 1’équation homogéne (Fp)
(Fy) : 2"(z) - 2(z) = 0 a pour équation caractéristique (F¢) : > —1 = 0 dont les racines sont +1.
Ainsi, les solutions de (Fp) sont exactement les fonctions :

zpix e e +pe (M) € R?

e Recherche d’une solution particuliére de 1’équation (F)
La fonction z, précédemment trouvée est une solution particuliere de (F').

Ainsi, par théoréme, il vient que :

Conclusion : les solutions de (F) sont les fonctions z : z - e” + pe ™ + zsh(z), (A, pu) € R




2. Résolution de 1’équation initiale (FE)

(a) Par opérations élémentaires, il est immédiat que [ y est 2° sur 10, +oo[ | & [u est 2° sur 10, +00[ ].
On a alors les équivalences suivantes :

[ u est solution de (F)] < Vx €]0,+0o[, u'(2) = u(z) 2¢h(x)

2¢h(x)

= Vaelo, +ool, 2y/(x) +wy'(x) — xy(x)

& [y est solution de (E) ]

Conclusion : [ y est solution de (E) | < [ u est solution de (F) ].

(b) Gréce a la question 1 (b), il vient que :

Conclusion : les solutions de (E) sont les fonctions y : 2 + +sh(z), (A p)eR>

e’ + pe” "
x

3. Prolongement des solutions de (F)
Soit f :]0,4+00[— R une solution quelconque de (E). Ainsi, par 2 (b), il existe (A, u) € R? tel que :

A $+ -
Vz €]0,+00[, f(z)= % + sh(z)
(a) Calculons pour x au voisinage de 0 :
e’ + pe™”
flz) = ——F—— +sh(z)
= e ST o M ruli-ar G - Da o (@) (")
= = tr+ 5+t o (z + u( —rt 5 -+ ooz tr+ o (x

1 1 1
= A+p)z+QA=-p)+ 50 +p+2)z+ 6(A—u):ﬁ2+ 00(x2)

1 1 1
Conclusion : f(z) = (A+p)= + (A —p) + §(A +u+2)x+ 6()\ - u)ac2 + 00(x2).

(b) Sachant que f est prolongeable par continuité en 0 ¢ P ssi lim f (x) existe et est finie.
z—0
On a alors la disjonction de cas suivante :

e si A+ pu # 0, alors :

+
flz) ~ N signe(\ + ) + 00
z—0t T

Ainsi, f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
e si A+ pu =0, alors :
lim f(z)=A—p
07"

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 0.

‘Conclusion : f est prolongeable par continuité en 0 ¢ P ssi A + p = 0.‘

(¢) La condition précédente étant vérifiée, il vient que :

A
flz)=2\+z+ §x2 + 120(x2)

i. Comme f(x) admet un DL5(0), il admet (par troncature) un DL;(0) i.e. :

Conclusion : f est dérivable en 0 et f'(0) = (coeff. devant z) = 1.

Conclusion : A partir uniquement du DLy(0) de f(z), on ne peut rien déduire sur le caractére

t deux fois dérivable de f!




