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Corrigé du Devoir Surveillé 5
Matrices, analyse asymptotique, ensembles
et applications, continuité et dérivabilité

Probléme I - Matrices

2 1 1
On considere la matrice A= | —1 2 —1]. On pose N = A — Is.
-2 0 -1

Partie 1 : Un peu de calculs

1. On a les égalités suivantes :

2 1 1 1 00 1 1 1
N=A-L=|-12 -1]-{000])]=|-11 -1
-2 0 -1 00 1 —2 0 -2
Puis,
1 1 1 1 1 1 -2 2 -2
N=[-11 -1|x|-11 =1])=(0 0 o0
-2 0 -2 -2 0 -2 2 -2 2
Enfin,
1 1 1 -2 2 =2 000
N3=NN?’=|-1 1 -1 0 0 0 |]=(00o00
—2 0 -2 2 -2 2 000
Conclusion,
1 1 1 —2 2 -2
N=|-11 -1}/, N2=(0 0 o0 |, N3 = 05.
-2 0 -2 2 -2 2

x
2. Soit A € R. Soit X = |y| € R3. On a les équivalences suivantes :
z

X e S & AX =)2X

2 1 1 x x
& -1 2 -1 yl =Xy
-2 0 -1 z z

2+ y+ =z Ax
—r+2y—z| = |y
—2x — 2z Az

2-Nz+y+2=0
& 4+ 2-Ny—2=0
—2x—-(1+X)2z=0

4+ 2-Ny—2=0
2-XNzx+y+2=0 Ly < Ly .
2z —(1+X)z=0
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On obtient alors que

—x4+(2=-ANy—2=0 I Lot (- NI
2 o 24 Lo+ (2— 1
Xedh & (1+2=-N)y+1-(2-1)z=0 Lo Lo o oL,
—2(2-Ny+(-1—-A+2)z=0
x4+ 2-Ny—2=0
& (A =4X45)y+ (A-1)z2=0
20 -2)y—(A—-1)z=
—z+2-Ny—2=0
& (A2 —4X45)y+(A—1)z=0 L3 < Ls+ Lo
(A =2X+1)y =0
4+ 2-Ny—2=0
& (N =4x+5)y+ (A-1)z=0
(A—1)%y =0.
Premier cas, A\ = 1. Alors,
—r+y—2=0
XedA & 2y =
0=

Ainsi,
S = 0| eR¥|zeR 3 =Vect| |0
z 1
Deuxieme cas, A # 1. Alors,
—x—2=0
X eA & A=1)z=0
y=0
—rx—2=0
& z=0 car A # 1
y=0
Dans ce cas,
y)\ = {ORB}.

Partie 2 : Méthode 1, par le bindme de Newton

3. Soit n € N. Par définition de N, on sait que A = I3 + N. De plus, N3 = 03 donc pour tout k > 3,
N¥ =03. Or N et I3 commutent. Donc par la formule du bindéme de Newton, on a

A= (I3+ N)" = fj (Z) NFIp=F = i (Z) N*.

k=0 k=0
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Sin > 2,

1
A" = (Z)N% <?>N+ (Z)N2+03 _13+nN+"("2)N2.

On note que cette formule reste vraie si n = 0 ou n = 1. Ainsi, pour tout n € N,

1 00 1 1 1 n(n—1) 2 2 =2
A"=10 1 0| +n| -1 1 -1 +T 0 O

0 0 1 -2 0 -2 2 =2 2
1 00 1 1 1 -1 1 -1

=({010]+n[-11 —1)+@®-n)| 0 0 0
0 0 1 -2 0 =2 1 -1 1
1+ 2n —n? n2 on —n?

= -n n+1 -n
n? —3n n—n? n>—-3n+1

Conclusion,
1+ 2n —n? n? 2n — n?
Vn € N, A = -n n+1 —-n

n? —3n n—n? n?—3n+1

4. En particulier, pour n =5, on a

1+10—-25 25 10 — 25 —-14 25 -—15
A® = -5 6 -5 = -5 6 -5
25—-15 5-25 25—15+1 10 —20 11
Conclusion,
—-14 25 —15
A= -5 6 -5
10 —-20 11

Partie 3 : Méthode 2, par la division euclidienne

Pour tout n € N, on admet I'existence de trois réels (a,,b,,c,) € R et d'un polynéme @, tels que
Vo € R, 2" = (2 — 12 Qn(x) + anz® + bpz + .

5. Soit n € N, n > 2. Les fonctions z — z" (z — 1)3, T+ Qn(z) et x = ax? + bz + ¢ sont deux fois
dérivables sur R en tant que fonctions polynomiales et

Vz € R, nz" ' =3 (z —1)*Qu(x) + (x — 1)° Q) (2) + 2anz + by.
En dérivant une seconde fois, pour tout z € R,

(= 1) Qn(2) +3(x = 1)* Q) (2) + 3(z = 1) Q),(2) + (z = 1)* Q) («) + 2ay,
(2 = 1) Qu(2) + 6 (z = 1)* Q) (2) + (x = 1)° Q1 () + 2ap.

(2 —1)2Qu(z) + (x — 1) Q' (z) + 2anz + by,
(2 —1)Qu(z) +6(x—1)2Q (z) + (z — 1)* Q" (x) + 2an.
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6. Soit n € N, n > 2. Par la question précédente, en prenant x = 1, dans les deux égalités on a

n = 2a, + b, - n = 2a, + b,
n(n—1) =2a, an:@

n(n—1)
ap = (2 .

- {bn:n—Qan:n—n(n—l):—n(n—2)

Et puisque pour tout x € R, 2" = (z — 1)3 Qn(z) + anz? + bz + ¢, en prenant x = 1 encore une fois,

on obtient
nn—1
1:Gn+bn+6n=(2)—n(n—2)+cn
-1
& cn:n(n—2)—n(nQ)+1
_2n2—4n—n2+n+2_n2—3n+2_ (n—l)(n—Q)
= 5 _ . _ . ‘
Conclusion,
-1 —1)(n—2
Vn = 2, an:7fll(n2)7bn:_n(n—2),cn:(n)2(n),

7. Soit n € N, n > 2. Par la relation " = (2 — 1)> Qn(2) + an@? + bpa + ¢y, on en déduit que

A" = (A= B)? Qn (A) + anA? + by A+ cols = N° Qn (A) + an A% + by A+ cnls = an A% + by A+ cpIs.
:(]3

Conclusion, par la question précédente,

-1 —1)(n—-2
2 2
8. En particulier, pour n = 5,
A® =10A4% — 154 + 615.
Or
2 1 1 2 1 1 1 4 0
A= -1 2 -1 -1 2 —-1}|=(-2 3 =2
-2 0 -1 -2 0 -1 -2 -2 -1
Ainsi,
1 4 0 2 1 1 1 00 —14 25 —15
Ad=10(-2 3 —-2]-15(-1 2 -1]+6[0 1 0)=(-5 6 =5
—2 -2 -1 -2 0 -1 0 0 1 10 —20 11

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question [4]

—-14 25 -—15
A= -5 6 =5
10 —-20 11
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Partie 4 : Racines carrées de T

On pose T' =

1 10
0 1 1| etM=T-—1I3. On s’intéresse a déterminer I’ensemble des racines carrées de T :
0 01

Gy ={SeM®R)|S2=T}.

Pour ce faire, on pose également %7 I’ensemble des matrices commutant avec T :

%TZ{SGJ//;J,(R)’TS:ST}.

On admet le résultat suivant

9.

10.

¢r = {al3+bM + cM? € M5 (R) | (a,b,c) ER*}.
Soit S € Zr. Alors, par définition, S? = T. Par suite,
TS =S5*S = 5% =85 = ST.
Donc S € €. Ceci étant vrai pour S € Zr quelconque, on en déduit que

Soit S € Zp. Alors par la question précédente, on a S € %p. Donc d’apres I’énoncé,

3 (a,b,c) € R?, S = alz 4+ bM + c¢M?.

Donc
T = 5% = (als + bM + cM?) (als + bM + cM?)
= a’I5 + abM + acM? + abM + b>*M? + beM? + acM? + beM?® + M
= a’I3 + 2abM + (b* + 2ac) M? + 2beM? + > M*.
Or
010
M=T-I=[0 0 1
000
Donc
010 010 00 1
M2=(0 0 1 00 1)=(000
000 000 000
Puis,
010 00 1
MP=(0 0 1 00 0])=03
000 000
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et donc M* = 03. On obtient alors que

T = a’I3 + 2abM + (b* + 2ac) M? + 2bcM? + 2 M*

1 00 010 0 0 1
& T=a>l0 1 0|+2a|0 0 1|+ (b*+2ac)|0 0 0
0 0 1 0 00 0 00
1 10 a® 2ab b®+ 2ac
& 01 1)=(0 a? 2ab
0 0 1 0 O a®
a’?=1
& 2ab =1
b2 4+ 2ac =0
a=1 a=—1
_ 1 _ 1
= b=3 ou b=—3
%—l—2020<:>c:—% i—2620<:>02%
1 1 1 1
) 15 =3 -1 -3 3
& S=als+bM+cM*=[0 1 3 ou  S=(0 -1 —3|=-S.
0 0 1 0 0 -1
N ——
=50
Ainsi,
1 1 1 1
L5 -3 -1 -3 3
Zrclo 1 L]0 -1 -3
0 0 1 0 0 -1
1 1
L3 —%
Réciproquement, si S =S5y =1 0 1 % , alors
00 1
1 1 1 1
1 3 —3 1 3 —3 110
Sg=(0 1 3 01 & |=(011]="T
00 1 00 1 001

De méme, si S = —Sp, alors S? = (—=Sg) (—So) = SZ = T. Donc {Sy; —So} C %Z7. Conclusion, Zr
possede bien exactement deux éléments :

1 1 1 -1 -1 1

2 8 2 8
Zr=<101 L |;1 0 -1 -3
0 0 1 0 0 -1

Partie 5 : Racines carrées de A

1 1/2 -1
Onpose P=| 0 1/2 1/2
-1 0 1
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11. On applique l'algorithme de Gauss-Jordan :

1 1/2
p=[0 1/2 1/2
-1 0
1 1/2 -1
~{0 172 172
“\o0 1/2 0
1 1/2 -1
~l0 12 0
“\o 1/2 12
1 1/2 -1
;}01/20
0 0 1/2
1 1/2 -1
slo 1 oo
0 0 1
100
slo 1o
00 1

On obtient donc que P > I3, donc

—1

1

L3y <+ L3+ 1,

L3<—>L2

L3<—L3—L2

L2 — 2L2
L3 — 2L3

L1<—L1—%L2—|—L3

K2
O == R O OOk
—_— OO0 OO OO

O = O = OO = OO

K2

K2

K2

K2
TN TN TN NN, N

\)
NON NO O OO
\)

la matrice P est inversible et P~! =

On n’a pas oublié naturellement de vérifier son résultat :

PPl =

1
0
-1

12. A T'aide de la question précédente, on a

Conclusion,

On consideére

P lAp =p!

1/2 -1\ /-2 2
1/2 1/2 2 0
0 1 -2 2
2 1 1 1
-1 2 -1 0
—2 0 -1/ \—1

—2 2 -3 1 3/2

2 0 2 0 1/2

—2 2 -2/ \-1 -1

110

011

00 1

-2 2 -3
2 0 2
-2 2 -2
-3

2 | =1L
—2

1/2 -1
1/2 1/2
0 1

~1/2

1
1
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13. Soit B € .#5 (R). Posons S = P~!BP. On a les équivalences suivantes :

Be#%y & B*=A & P 'B’P=pPlAP

P 1BPP 'BP=T d’apres la question précédente
S?=T

S e %r.

t o0

14. Avec les notations de la questions précédentes, pour B € .#5 (R)
Be %y & S e Zr.

1

Donc par la question [10.} en posant Sy = | 0
0

O ==

B e %, = S =25 (0)V] S =-95

& P'BP =25, ouU P7'BP = -5,
=N B = PSyP~! ou B =—-PSyP~ L.
Calculons,
1 3 -3 -2 2 -3
PSP '=prP(0 1 1 2 0 2
00 1 -2 2 =2
1 1/2 -1 —3/4 7/4 —7/4
=( 0 1/2 1/2 1 1 1
-1 0 1 -2 2 =2
7/4 1/4 3/4
= -1/2 3/2 —1/2
—5/4 1/4 —1/4
Conclusion,
WA LT -1 -3
Aa=q5| 26 =2);712 -6 2
-5 1 -1 5 —1 1

11 est possible de contréler son résultat en vérifiant que S3 = A.



; ! Mathématiques PTSI, DS5 Cor 22 Janvier 2022

Probleme II - Analyse Asymptotique

Soit n € N*. On définit la FONCTION ITEREE n'™ME de I’ arctangente, que on note arctan™, par :

arctan["] = arctanoarctano---oarctan

n fois

ou o désigne la composition entre fonctions.
Partie 1 : L’itérée premiere

Soit p € N.

1. On sait que

1 Zp k k
= —1 P .
1+UU—>0k:0( ) v +0(u)

Donc en posant u = 2 —6 0, on obtient que
T—>

1 L k 2k %

2. La fonction arctan est une primitive de = +— H%’ qui d’apres la question précédente admet un
développement limité a I’ordre 2p. Donc par le théoreme de primitivation des développements limités,

ona P p2k+1
arctan(z) = arctan(0) + kZ:% (-1) Y] +o ($2p+1) .
Or arctan(0) = 0. Conclusion, on retrouve la formule bien connue du cours,
L. (—1)F P 2p+1
t » .
arctan(x Z Y] +o (a: )
3. A lordre 5, on a arctan (u) = wu— 13—3 + %5 +o (u5) Donc en posant u = 2z — 0,
u—0 z—0
8z° 3
arctan (2z) = 20 — KN + o (z°).
Des lors,
1 B 1 1 1
arctan (2z) z—0 24 — % +o(aB) 2-0 221 — % +o(?)
_ _4x? 2
Posons u(x) = —4= + 0 (2?). Alors
o u(x) - 0
e Et
_ 2
o (u(x)) =0 (z%)
Or IJ%U o 1 —u+o(u). Donc

1 1
arctan (27) 50 27 (L ul@) +o(u(@))

- <1+4§+0( 2)+0(x2)>
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De la méme fagon, on a

1 1
sh (2x) 20 94 + )
1 1
z—0 2.%1—}—%-{-0(1'2)

— 1( 12+0($2)+0($2)>
z—0 22 3
1 x

:ESO % - g to (IE)

Ainsi,
! 1 1 x 1 2x
Sh(22)  arctan (22) a0 2z 3 TOW Ty T o) 5 e tol@).
Conclusion,
1 1

sh(2z)  arctan (2z) a0

4. On consideére la fonction

frxm— x3/2\/72r —arctan (x + 1).

1

u

1 1 1
flz)= xg/z\/arctan (w—l—l) = xS/z\/arctan (x i 31:)

Or p%u o l—u+u?+o (uz) Posons u(z) = % — 0. Alors,

Pour tout u > 0, on sait que arctan(u) + arctan ( ) = 5. Donc pour tout x > 0,

T—+00
1 11 ( 1 )
14+ 1 a9+ _x+x2 +o x2
Alors
(1) (e ()
arctan | — = arctan | — o| =
1+ % T—+00 N 3
Posons u(x) e i_ 3712 + %3 +o (x—lg,) Alors,
e u(r) — 0
T—>+00
° ~ 1 3 ~ L
Comme u(z) eti-+ alors u(x) L w e
3 — -
u(x) rstoo 23 | 0 <x3>
e Enfin,
3 — -
o), 5.0 ()
— 3 3
Or arctan(u) SouT % + 0 (u*). Donc
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Deés lors,
11 2 1\)Y?
1(@) rtoo (:r x2 + x3 o (x3>>
12 1)) Y2
2o 2en(2)
T—r+00 R x?
Posons v(z) e -1y % +o (x%) Alors,
o v(x) — 0.
r—r+00
. ~ -1 2~ Ly
De plus, comme v(x) W T alors u(z) W w Le
1 1
2
u(z) z—to0 12 +o <x2>
o Enfin,

Or
1/2 v (1/2)(-1/2) , 2 v v? 2
(1+v)/v_> 1+§+ 5 v+0(v)viol+§—§+0(v).
D’ou
9 1 1/2
f@, 5 (-5 + o)

T ()
sotoo T D Sz °\z/)

On en déduit que

1
la fonction f admet une asymptote d’équation y = x — =

5"

De plus f(z) — (m — %) Niete é. Or pour tout = > 0, é > 0 et deux équivalents ont méme signe au

voisinage considéré. Donc

‘la courbe représentative de f est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

Partie 2 : L’itérée deuxiéme

5. On sait que arctan(z) =, m—; + % + 0 (2°). Posons u(z) = arctan(z). Alors, on a
x x

o u(x) = 0.

e De plus,
u@P 5, (2 =5 +5 10 () (25 + 5 +0(?)
:ci() 1'2 _g +o (xS)
—% +o (ac5)
“+o0 (m5)
miO 2_2§ + ($5)
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e Puis,

W@ 2, (o o l) (- 4o (e)

20 —5 to(e?)
—2 4o (af)
+o (x5)

)

o Comme u(z) ~ =z, on en déduit que u(x)> ~ z° et donc

z—0 z—0
5 _ .5 5
u(x) S, to (z°)
o Enfin,
0 (u(x)5) =0 (:n5)
Ainsi,
arctan!? (z) o u(x) — @ + u(g)S + o (u(z)?)
— 3 ° 5
o —%3 +%5 +o (z°)
5
-5 +%5 +o (x5)
T
+? +o (w )
+o (2?)
— 223 | (3+5+3)2° 5
xgox—%—i-T—i-o(a: )
Conclusion,
223 1125
(2] _ e 5
arctan'”! (z) 0% 3 + 5 +o(z°).

. Pour tout z # 0, arctan(z) > 0 et donc arctan!?(z) = arctan (arctan(z)) > 0. Ainsi, pour z > 0,

[2] ~
M > 0. De méme, pour = < 0, on a arctan?(z) < 0 et donc

r € R*,

arctan

(2]
- @) - 0. Donc pour tout

x x

cos(x) 1n<arctan[2](:n)>
g(x) =e

Par la question précédente,

z3 z5
ln<arc‘mn[2](x)> = ln<x_23+1%5 +0(a:5)) = 1n<1—2562+0(333)>.

x#0 x#£0
_ 222 3
Posons u(x) = —2 + 0 (2°). Alors
x#0
o u(x) — 0.
z—0
x#0
e De plus,
2 _ 3
u(x) 0O (:v )
z#0

o A fortiori, o (u(z)?) =, (7).

x#0
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Orln(l1+u) = u—*% +o(u?). Des lors,
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u—0
arctan!? () 222 3 3 3 222 3
ln(w o3 +o0(x°) +o0(2°) +o(a) ziO_T—i_O(x )
x#0 z#0
Ainsi,
cos(x) arctanld(z) 1 ( x? 9 > ( 222 3 >
o () (1 o) (5 o)
x#0
2 2z
2 2
S (-5 +0@) (5 +o6)
x#0
2z 2
m:>0 _E to (:1: )
z#0
_ 2 2
Posons v(x) = —22 + 0 (2%). Alors,
x#0
e v(z) — 0
z—0
#£0
. i ~ 2z 2 42
De plus, puisque v(z) B et donc v(x) ot et donc
x#0 z7#0
4a?
2 2
U(:E) ij ? to (:C )
z#0
o Enfin,
2y _ 2
o (v(z)?) =0 (z%)
x#0
Ore’ = 1—}—11—1—%—}—0(1}2) D’ou,
v
v*(x) 2
g(z) = v(z) + 5 +o (v*(x))
x#0
2z 9 222 9 9
xiO —;—Fo(w ) +?+O(Z‘ ) +0(33 )
x#0
2z 2z° 9
Sl Ty o)
T#£0
On remarque alors que g(z) ~ 1i.e.
z—0
z#0
lim g(z) =1
z#0

Donc

la fonction g est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 1. ‘

On note § son prolongement. On a
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Donc g admet développement limité & 'ordre 1 en 0 donc

2
g est dérivable en 0 et admet pour tangente en 0 la droite d’équation y =1 — ;
Enfin,
. 2x 212
o0 - (1-5) 5, %5 >

Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré donc

la courbe de g est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.

||

T |
0
e

i

Partie 3 : L’itérée n-iéme
7. Procédons par récurrence. On pose pour tout n € N*, & (n) : « arctan est définie sur R et impaire. »

Initialisation. Si n = 1, alors arctan!!l = arctan est bien définie sur R et impaire.

Hérédité. Soit n € N*. Supposons & (n) i.e. arctan[™ est définie sur R et impaire. Alors, arctant1] =
arctan o arctan [n] est bien définie sur R en tant que composée de deux fonctions définies sur R.

L’ensemble R est bien centré en 0 et pour tout = € R,
arctan"*! (—z) = arctan o arctan (—x)
= arctan! (arctan (—z))
= arctan™ (— arctan () car arctan est impaire
= — arctan” (arctan(x)) car par hypothése de récurrence, arctan™ est impaire
= —arctan" " (z).
Donc arctan[ 1 est impaire et Z2(n + 1) est vraie.

Conclusion,

Vn € N¥, arctan!™ est bien définie sur R et impaire.

8. Soit n € N* et k € N. En tant que composée de fonctions €* sur R la fonction arctan™ est €% sur
R. Donc par le théoréme de Taylor-Young,

pour tout k € N, arctan” admet un développement limité a ’ordre &k en 0.

De plus, d’apres la question précédente, arctan™ est impaire et nous regardons le développement en
0 (important!) donc

le développement limité de arctan en 0 n’admet que des puissances impaires.
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Autrement dit

P
Vp eN, J(a1,as,...,ap+1) € RP, arctan!™ () = I;)a2k+1$2k+l +o ($2p+1) .

On admet dans la suite qu’il existe trois suites (an),cn+> (@n)pen+> (@n)pen- telles que pour tout n € N*,

arctan™ (z) =, + bz + cpz® 4 0 (z°).
z—

9. Soit n € N*. Posons u(z) = arctan(z) = x — Z + Z + o (29). Alors, par la question |5.{on a
3 5

z—0
u(m)mo

3 _ 3_ .5 5
u(x) ST + o ()

u(z)® =, 2° + o (z°)

Donc
arctan"(z) = arctan!™ (u(z))
=, anu(x) + bpu(z)? + cou(z)® + o (u(z))
=, —%agd %gd
+bpz®  —bpad®

+o ( )
+o ( )
—|—cna:5 “+o0 (ZL‘5)
+o ( )

a 3 an 5 5
zioa"x+(b”_§n)$ —|—<E—bn+cn)x +0(:1: )

Conclusion,

* n+1 an 3 an 5 5
Vn € N*, arctan[+](x)xi0an$+(bn—?)x —I—(g—bn%—cn)a: +0(:U).

10. Soit n € N*. On sait que arctan"™ = @, 12 + by 123 + cpy12® + 0 (2°). Donc par la question
z—0 + +

précédente,
a a
Uns1 % 4 bpp12> + cpp12° + 0 (x5) =, T (bn — ?n) >+ (gn — by, + cn) 2>+ o (x5) .
Conclusion, par unicité du développement limité,
ap+1 = Qn
VTLGN*, bn—l—lzbn_%
Cnt1 = B — by + cp.

11. Pour tout n € N*, a,.1 = a,. Donc |(a, . est une suite constante || Donc pour tout n € N*,
+ neN

an = a. Or arctan(z) = % + %5 +o0 (:):5) Donc
X

a; =1
1
b1:—§
1
Clzg

Ainsi,
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12. A Taide des deux questions précédentes, on a pour tout n € N*,

an 1
i1 =by — 2 =b, — =.
+ 3 3

Donc | (bp),,cn- €st une suite arithmétique de raison r = —% | Ainsi,

n—1 1 n-—1 n
Vn € N*, n 1 3 3 3 3
Conclusion,
. n

13. Soit n € N, n > 2. On considere la somme suivante :

Z Ck+1 — Ck

On reconnait une somme télescopique donc

1

Sn:cn—clzcn—g.

D’autre part, par la question on a

_ n—1
1k n—1 1n—-1)n n-1
7_b B - < )Z 3 - ’
;( L+ Ck ck> kz::l 5+3 3 +3 5 30 (6 +5n)

Ainsi,

(5n+6) (n— 1)

Sp =
30

14. Par la question précédente, pour tout n € N*, on a

. _14_5 _1+(5n+6)(n—1)_6+5n2—5n+6n—6_5n2+n_n(5n—|—1)
Y T 30 - 30 30 30

15. Si n =1, on retrouve bien

3 3 5
_ T 1x6 5 _ T T 5
arctan(m)xzom—g%— 50 © +o(x )xzox—§+€+o(a:)
Si n = 2, on retrouve le résultat de la question
20 2x11 2% 1l
(2] _ . A 5 5 — .. =T 5
arctan'“ (z) 0% 3 50 Z +o(x )m_ma; 3 + 15 +o0(z°).

Conclusion, ‘les résultats sont cohérents.

16 /23
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Exercice 111 - Ensembles et Applications

Soient E et F' deux ensembles, f € % (E, F'). On pose alors

P (E) — 2(F)
A — f(A).

1. On suppose f injective. Montrons que ¢ est injective. Soit (A, B) € & (E)? tel que ¢ (A) = ¢ (B) i.e.

f(A)=f(B).

Montrons que A = B. Soit z € A. Alors, f(x) € f(A) = f(B). Donc f(z) € f(B). Donc il existe
y € B tel que f(x) = f(y) (attention, a priori y n’est pas x). Or la fonction f est injective donc
x =1y € B. Donc si x € A alors z € B. Ainsi,

ACB.

Or par symétrie des hypotheses sur A et B, on démontre de méme que B C A. Donc A = B. Donc ¢
est bien injective. Conclusion,

’f injective = ¢ injective.‘

2. Montrons que ¢ injective = f injective. Supposons ¢ injective. Montrons que f est injective. Soit
(z,y) € E? tel que f(z) = f(y). Posons X = {x} et Y = {y}. Alors,

e (X) = f({z}).

Par définition de l’ensemble image, f ({z}) est I’ensemble de toutes les images possibles lorsque la
variable varie dans {x} i.e. est égale & x et donc seule f(z) est possible comme image. Donc

p (X) =f{z}) = {f(2)}.

De méme

e(Y)=f{yh) ={fw}.
Or f(z) = f(y) donc {f(x)} = {f(y)}. Ainsi,

P(X) = @(Y).

Or ¢ est injective. Donc X =Y i.e. {x} = {y}. Donc = y. Donc f est bien injective. Conclusion,

’cp injective = f injective.‘

3. Soit B € & (F). On pose A = f~1(B).

(a) Montrons que f (A) C B. Soit y € f (A). Alors il existe x € A tel que f(z) =y. Or A= f~1(B).
Donc z € f~1(B) i.e. f(z) € B. Donc y = f(z) € B. Ceci étant vrai pour y quelconque dans
f (A). On conclut que

f(A) CB.

(b) On suppose dans cette question que f est surjective. Montrons que f (A) = B. On sait déja que
f(A) € B donc montrons que B C f(A). Soit y € B C F. Or f est surjective donc il existe
x € E tel que y = f(x). Donc f(z) € Bdoncz € f'(B) = A. Doncon ay = f(x) et z € A.
Donc y € f(A). Ceci étant vrai pour y quelconque dans B, on en déduit que

BC f(4).

Conclusion, a 'aide de la question précédente,
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4. Supposons f surjective. Montrons que ¢ est surjective. Soit B € & (F). Posons A = f~1 (B). Alors,
puisque f est surjective, par la question précédente, B = f(A) = ¢ (A). Donc B admet bien un
antécédent par . Ceci étant vrai pour B quelconque dans & (F'). On en déduit que ¢ est surjective.
D’ou

f surjective = ¢ surjective.

Réciproquement, supposons ¢ surjective. Montrons que f est surjective. Soit y € F'. Montrons que y
posseéde un antécédent par f. Posons Y = {y} € & (F). Or ¢ est surjective, donc il existe X € & (E)
tel que ¢ (X) =Y ie. f(X) =Y. Supposons X = (. Alors Y = f () = (. Contradiction (car y € Y).
Donc X # (). Soit z € X. Alors f(x) € f(X) =Y. Donc f(z) € {y}. Nécessairement, f(x) =y. Donc
y a bien un antécédent par f. Ceci étant vrai pour y € F' quelconque, on en déduit que

(p surjective =- f surjective.

Conclusion,

‘f surjective < surjective.

5. Par les questions[I]et [2] on a
f injective < ¢ injective.

Or par la question précédente, on a aussi f surjective < ¢ surjective. D’ou

¢ bijective.

f surjective

injective injective
f bjective < J imjectiv o {7 J' V
( surjective

Conclusion,
f bijective < ¢ bijective.

Dans ce cas, on peut montrer que

18/23
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Probléme IV - Continuité - Dérivabilité

Partie 1 : Un résultat de convexité

Soient (a,b) € R% a < bet g : [a;b] — R une fonction continue sur [a; b] et deux fois dérivable sur ]a; b[. On
suppose que pour tout = € Ja;b[, ¢”(x) = 0 et on note

YV € lasb[, T(z) =

1. Par hypothése, g est deux fois dérivable donc %! sur |a;b[. De plus, © + = — a est €' sur Ja;b[ en
tant que fonction polynomiale et ne s’annule pas sur cet intervalle. Donc par quotient,

7 est € sur Ja; b[.

De plus, on a directement,

Vr € asb[,

2. Soit x € |a;b|. La fonction ¢ est continue sur [a;b] donc sur [a;z]. De plus g est deux fois dérivable
sur ]a; b[ donc dérivable sur |a; z[. Donc par l'identité des accroissements finis,

dep €lasz[,  g(x) —gla) =g (cz) (x — a).

Donc par la question précédente,

Py = L@ =) =@ =g@) _ Ly, g@@=a) =g (e)(@=a)

(z — a)2 (z — a)2
- M car T # a.
T —a
Conclusion,
Vo € layb[, Jep € ]ajb[, T/(x) _ W

3. Par hypothése, ¢” est positive sur ]a;b[. Donc ¢’ est croissante sur Ja; b[. Soit x € Ja; b[. Alors avec les
notations de la question précédente, a < ¢, < x. Donc par croissance de ¢/,

g (cx)<g(x) & @) g () <O
Or z —a > 0, donc

) = g@)—g'(e)

Ceci étant vrai pour z € ]a; b[ quelconque, on en déduit que
Vz € asb[, 7'(x) > 0.

Conclusion,

‘la fonction 7 est croissante sur |a; b[. ‘

19/123
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Partie 2 : Une application

Soit
10;1] — R
. 2
T arc&z(x)
4. Posons
0;1] — R

g:

T +» arcsin (a;z)

La fonction arcsinus est continue sur [—1; 1] et deux fois dérivable sur |—1;1[. La fonction ¢ :  +— 22
est deux fois dérivable sur [0;1] et ¢([0;1]) = [0;1] et ¢(]0;1[) = ]0;1[. Donc par composée, g est

continue sur [0; 1] et deux fois dérivable sur |0; 1[. De plus, pour tout x € ]0; 1],

2z ( —4x3
Qvl_ﬁ—g(i\ﬁ) C2(1—at) + 42t

1—at (1— 24)%/?

On observe donc

Vz €]0;1], g"(x) > 0.

(2)=9(0)

Donc par la partie précédente, la fonction 7 : x — QW est croissante sur ]0; 1[. Or

arcsin (z?) — arcsin(0)

Yz €]0;1], T(x) =

arcsin (mz)

T

Conclusion,

‘la fonction f est croissante sur |0; 1]. ‘

5. La fonction f est dérivable sur |0; 1] comme composée et quotient de fonctions qui le sont et

2x

T — arcsin (mQ)

2

arcsin (xz)

Ve elo1],  fl(ax) = =

22 VIt

Conclusion,
v 0: 1 1N 2 arcsin (xQ)
.%'E],[, f(x)_m_ 72 :

6. Par ce qui précede, la fonction f est croissante sur |0; 1[ donc par la question précédente,

B arcsin (xQ)

Vo €]0;1], f'(z) =0 = Vz € ]0; 1],

arcsin (xQ)

2 2
= vV € ]0; 1], <

Vv1—z4

Posons t = 22, alors quand z décrit ]0; 1[, ¢ décrit ]0; 1] et on obtient donc que

>
Vv1—z4

> arcsin (3:2)

vt €10;1], arcsin(t) <

2t

V1I—12

20//23

car 22 > 0.
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7. Soit z € ]0; 1[. On sait que
2 arcsin (22
f/(.’E) — _ 2( ) .
v1—2z4 T

: 2
Or arcsin ($2) >0 et 22 > 0 donc imsz%(x) > (. Conclusion,

veelnl],  f(e)<

8. Soit x € ]O; ! [ Alors,

o
1 1 3
<at< - 1>1-a'>1--=°
0<z 1 = T 1= 1
3
= 12\/1—x4>\2f>0
P
2 4
= < —.

Donc par la question précédente,

1
Vr € }0; — {,

V2
Attention, ce résultat seul ne suffit! De plus par la question |[4.| f est croissante donc f’ est positive
sur ]0; 1] donc sur }O; % [ D’ou

1 { , , 4
— |, )| =f(r) < —.
2

Soit (z,y) € }0; %[ , x #y. Alors f est continue sur [z;y] (ou [y; z]) et dérivable sur |z;y[ (ou ]y; z|)
donc par le théoreme des accroissements finis,

Vxe}o;

@) — f@)] < sup |F'®)] |z -] <j§a:—yr

te]z;y|

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

la fonction f est -lipschitzienne sur }0;

Sl
[\]
—

V3

Partie 3 : Une fonction par morceaux

On consideére

-1;1] — R
| ) o
v r = q0 siz=0
x si x € [-1;0].

9. On sait que arcsin (u) ~ wu. Donc en posant u = 2> — 0, on a
u—0 z—0

: 2 2
so(x) _ arcsin (ZC ) T —

~
xT z—0 T
>0

21/]23]
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10.

11.

Ainsi,
lim p(z) = lim z = 0.
wﬁow( ) r—0
x>0 z>0

De plus limg_,0 ¢(z) = limz—0 2 = 0. Donc
<0 <0

lim ¢(z) = lim ¢(z) = (0) = 0.
>0 <0

; 2

Par conséquent, ¢ est continue en 0. Or z — arcsin(a?) est continue sur |0; 1] (car la fonction arcsin
Pest sur [—1;1]) et  — x est continue sur [—1;0[. Donc ¢ est aussi continue sur [—1;0[ et sur ]0;1].
Conclusion,

‘la fonction ¢ est continue [—1;1]. ‘

3 2
La fonction ¢ est continue sur |—1;1[. De plus = — arcsin(a?) est €1 sur |0;1[ et  — x est €' sur

]—1;0[. Donc ¢ est €' sur |—1;0[U]0; 1[. De plus, Vz € ]0;1[, p(x) = f(x) donc par la partie 2,

2 B arcsin (xQ)

ve el P@) = ey 72

Or )
arcsin (m ) 22
;UQ z—0 xQ
x>0
Ainsi,
lim o' (z)=2—-1=1.
x—ﬂ)w ( )
x>0

D’autre part, pour tout x € |—1;0], on ay’(z) = 1. Donc limg_ ¢'(z) = 1 = limgz_0 ¢'(z). Donc
<0 >0
lim,_,0 ¢’ () existe et
x#0

li () = 1.
lim ¢'(z) =1
T#£0

Donc f est continue sur |—1;1[, €1 sur ]—1;0[ U ]0; 1] et limz—0 ¢'(z) = 1 donc par le théoréme de

x#0

prolongement %1,
la fonction ¢ est €' en 0 et f/(0) = 1.

Conclusion,

la fonction ¢ est € sur |—1;1[.

; -1/2 _ q{_u o — 2
(a) On sait que (14 u) o 1 — 4§ +o(u). Posons u z® — 0. Donc

2

1 1 T 9
1

Or la fonction arcsin est une primitive de = Tz Swr ]—1;1[. Donc par le théoréme de

primitivation des développements limités,
3

arcsin(z) =, arcsin(0) + = + % +o (ac3) .
z—

Conclusion,

3
arcsin(z) =%t % +o (:1:3) .
xT

22 /23]
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(b) Par la question précédente, arcsin(u) = u+ % + o0 (u?). Posons u = z* — 0. Alors,
u—0 z—0

6

. x
arcsin (:z:z) xiO 22 + F +o (mG) .
Donc
. 2 2 xﬁ 6
arcsm(x ) xjox +€+O(l‘ )
Ainsi ‘ ( 2) .
_arcsin (x _ x 5
() ISOTx;Ox—i-F—i-o(m )
x>0 x>0

Supposons ¢ € en 0. Alors par le théoréme de Taylor-Young, il existe (ag, a1, az, as, as, as) € R®
tel que
e(z) = ap+ a1z + ax® + azz® + asx’ + azz® + o (2°).
z—0

Donc par unicité du développement limité,

1
aozaQ:a3:a4:O a1:1, a5:6.
Cependant, on observe également que
_ _ 5
(,O(l‘) xEOx:pzox—’_O(‘T )
x>0 >0
Donc toujours par unicité du développement limité, on obtient que
apg=as=az3=ay =0 ar =1, as = 0.

Donc % = a5 = 0, contradiction. Conclusion,

la fonction ¢ n’est pas €° en 0.

Par contre nous n’avons pas déterminé dans ce probléme si ¢ était €2, €° ou €*...
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