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Correction de l’interrogation 18
d’entrainement
Espaces vectoriels

\. J

1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

Soit E un K-espace vectoriel. Un ensemble F est un sous-espace vectoriel si et seulement si (par définition) :
e« FCEFE
e I est un espace vectoriel.
si et seulement si (par caractérisation) :
e FCEFE
e OpcF
o V(\u) €K% V(z,y) € F?2, Az +uyeF.

Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
F+G={z€E|3(z,y) e FxG, z=x+y}.

Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les espaces F et GG sont en
somme directe si et seulement si (par définition)
xTr =
Y (x,2') € F2, ¥V (y,y) € G, (x+y=2a +1v) = {
y =

si et seulement si (par caractérisation) :
FNG={0g}.

Soient F un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les espaces F et G sont
supplémentaires si et seulement si (par définition)

Vze E, A(x,y) e FXG, z=x+y.

si et seulement si (par caractérisation) :
1. FNnG = {OE} .

2. F+G=FL.
Soit P € K[X] un polynéme non constant. On note n = deg (P) € N*| aq,...,a, les coefficients de P et
Z1,...,Z, les racines de P (éventuellement confondues). Alors
1. o1+ +x, =22 2. xxp-y = (—1)" 20,

an

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet. Comment je ne ’ai pas défini dans le cours?
C’est quoi un espace préhilbertien ? C’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. C’est quoi un
produit scalaire ? C’est une forme bilinéaire définie positive et symétrique. C’est quoi une forme bili... Ok
si je vous dit que R® est un espace de Hilbert, ca vous va? D’ailleurs, vous ne saviez pas que R® était &
Hilbert ? Vous devriez alors en sortir vite fait avant qu’il ne se fache...

2. Reconnaitre un espace vectoriel.

2.1

2.2

‘ [—1; 1] n’est pas un espace vectoriel. ‘

Ezplication : Le vecteur x = 1 € E cependant en le multipliant par le scalaire 2, on obtient 20 = 2 ¢ F.

Donc FE n’est pas stable par multiplication externe. Conclusion, ‘E n’est pas un espace vectoriel ‘

‘ {(z, y) € R? | 2+ = O} n’est pas un espace vectoriel. ‘

Explication : On pose u = (1,—1). On observe que 12 + (—1)3 =1—-1 = 0. Donc u € E. Cependant
v=—u=(—1,1) vérifie (1) +13 =141 =2+£0. Donc —u ¢ E et E n’est pas stable par multiplication
FE n’est pas un espace vectoriel ‘

externe. Conclusion,
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2.3 {(:v, y) € R? } 22 +y? = 0} est un espace vectoriel.
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Ezxplication : La somme de deux réels positifs est nulle si et seulement si les deux réels sont nuls. Donc
‘ E = {(0,0) = Og2} qui est bien un espace vectoriel ‘

24 |E= {(“n)neN € RY, majorée par 1} n’est pas un espace vectoriel.

Eszplication : Posons pour tout n € N, u, = 1. Alors la suite u = (uy),,cy est bien majorée par 1 et donc
u € E. Posons pour tout n € N, v,, = 2u,,, alors la suite v = (Un)neN = 2u n’est pas majorée par 1. Donc

2u ¢ E et F n’est pas stable par multiplication externe. Conclusion, ‘E n’est pas un espace vectoriel |.

2.5 |E={PeR[X]| X?+1divise P} est un espace vectoriel.
Ezplication : Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R[X].
o E C R[X] par définition.
e Orx) = (X2 + 1) Og[x] donc X2+ 1 divise Orpx et Oppx) € E.
o Soit (A\,u) € R? et (P,Q) € E?% Posons R = AP + uQ. Puisque P € E, X? + 1 divise P : il

existe P, € R[X] tel que P = (X?+41) Pi. De méme Q € E donc il existe Q1 € R[X] tel que
Q= (X2 + 1) Q1. Ainsi,

R=AP+puQ=XA(X>+1)P+p(X*+1)Q1 = (AP, +pQ1) (X* +1)
Donc X2 + 1 divise R et donc AP + uQ = R € E, E est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de R[X] ‘

2.6 |E={PeC[X]|X3P® =P (X2+1)} est un espace vectoriel.
Ezplication : Montrons que FE est un sous-espace vectoriel de C[X].
o FE C C[X] par définition.
e Posons P = Og[x]. Alors X3pB) = X3OR[X] =0gx) =P (X2 + 1). Donc Ogx) € E.
e Soit (A, u) € C% et (P,Q) € E? Posons R = AP + puQ. Puisque P € E, X?P®) = P (X?+1). De
méme @ € E done X3Q®) = @ (X2 +1). Ainsi,

X3RG) = x3 ()\ PO 4 uQ(3)> par linéarité de la dérivation
= AX3PG) 4 x3Q®
= AP (X2 +1) +pQ (X* +1) car PEE et Q€ E
=(AP+pQ)o (X?+1)
=R(X*+1).

Donc R= AP+ u@Q € E et FE est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de C[X] ‘

2.7 |E = {fe%(R,R)

1
/ f)ydt = f(1) — 1} n’est pas un espace vectoriel.
0

1
Explication : En effet, la fonction nulle n’appartient pas a E. Posons f = O g r). Alors / ft)dt =0 #
0

—1= f(1) = 1. Donc ‘ FE n’est pas un espace vectoriel ‘

2.8 ‘E ={M e #,(R)| MN = NM } est un espace vectoriel. ‘
Ezplication : Montrons que F est un sous-espace vectoriel de ., (R).
o E C ., (R) par définition.
e Si M =0,,alors MN =0,N =0, = N0, =NM. Donc 0, € E.
o Soient (A, ) € R? et (M, Mz) € E%. Posons M = \ M; + uM,. Alors,

MN = ()\Ml—f—/J/MQ)N:)\MlN—f—/LMQN:)\NMl +/JNM2 car Mh e Eet My e E
=N (AM; + pMs)
= NM.

Donc M =AM, + uM, € E et E est stable par combinaison linéaire.
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Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de ., (R) ‘

2.9 ‘ E={fe%R,R) |3k e N* festk-périodique } est un espace vectoriel. ‘
Ezxplication : Montrons que E est un sous-espace vectoriel de € (R, R).
o E C % (R,R) par définition.
¢ La fonction nulle f = Og g ) est 1-périodique, 2-périodique et méme k-périodique pour tout k € N*.
Donc OC@”(R,R) ekb.
 Soient (A, 1) € R% et (f,g) € E%. Puisque f € E, il existe k; € N* tel que f est k;-périodique :

Vz € R, fx+ k) = f(z).

De méme g € E, donc il existe ko € N* tel que g est ko-périodique :
Vo € R, g(z+ ko) = f(x).
Puisque g est ko périodique, alors g est 2ks-périodique :
Vz € R, g(x+2ko) = g((x + k2) + k2) = g (x + k2) = g(z).

Puis de méme g est 3ks-périodique et par récurrence, pour tout p € N*, g est pks-périodique. Notam-
ment g est kyko-périodique.

De méme, f est pki-périodique pour tout p € N*. Donc f est kj ko-périodique.

Posons maintenant h = A f + pg. Montrons que h est kjke-périodique. On a :

Vr € R, h(x 4 kiko) = A f (2 4 k1ko) + pg (2 + k1 k2)
=\ f(z) + pg(x) car f et g sont kike-périodiques.

= h(z).

Donc h est k-périodique avec k = ki1ks € N*. Donc h = A\ f + ug € E et E est stable par combinaison
linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de € (R, R) ‘

2.10 | E = { (tn),eny € RN | VN €N, upyg = 3upy1 + nuy | est un espace vectoriel.

Explication : Montrons que E est un sous-espace vectoriel de RY.
o E C RN par définition.
e Pour tout n € N, posons u,, = 0. Alors u = (un)neN = Ogn € E car pour tout n € N, 40 = O =
IX04+nx0=23Upt+1 + nup.

o Soit (A, ) € R? et (u,v) € E2. Notons u = (un),cy €6 v = (Un),ey €t posons pour tout n € N,
Wy, = AUy + p0,. Alors, pour tout n € N,
Wnt2 = Ant2 + Wnp2 = A (Btupt1 + nuy) + 1 (3vp41 + noy) cru€Fetve R
=3 Atupt1 + pon+1) +n(Au, + po,)

= 3wp41 + Nwy.

Donc w = (wn),,cy = Au+ v € E et E est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de RY ‘

Démontrer si F est un espace vectoriel ou non.

2.11 Montrons que E = {(u”)nEN eERN|u, = o (n)} est un sous-espace vectoriel de RY.
n—-4o00o
e Ona E CRYN par définition.
o Posons pour tout n € N, u,, = 0. Alors u, e o(n). Donc u = (un),,cy = Opv € E.

o Soient (A\,p) € R? et (u,v) € E? Posons w = Au + pv et notons u = (un),cny ¥ = (Vn)pens

w = (wp),,cy- Puisque v € E et v € E alors uy, e o(n) et vy, o © (n). Donc

VYn € N, Wy =Aup +pv, = Ao(n)+wpon) = o(n).

n——+o0o n—-+4oo

Donc w = Au+ pv € E et E est stable par combinaison linéaire.
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Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de RY ‘

2.12 Montrons que E = {f € ¥ (R,R), lipschitzienne} est un sous-espace vectoriel de ¢ (R, R).
o EC % (R,R) par définition.
o La fonction nulle f = O (g r) est bien k-lipschitzienne pour tout k£ € R . En effet,

Vk € Ry, V(z,y) €R?,[f(z) = f(y)] =10-0|=0< k|z—y].

Donc Of(R,R) e FE.

o Soient (\,u) € R? et (f,g) € E%. Posons h = A\ f + ug. Montrons que h € E. Puisque f € E, alors f
est lipschitzienne i.e. il existe a € R tel que

V(z,y) €R? |f(x) — fly)l <ale -yl
De méme g € FE est lipschitzienne, il existe b € R, tel que
V(z,y) €R% g(z) —g(y)| <alz—yl.

Alors, par I'inégalité triangulaire :

V(z,y) €R?  |h(z) —h(y)| = A f(z) + pg(z) — (A f(y) + ng(y
(g

)
z) —g(y))|

— A (f(@) = f() + p
<IN(F@) = F@)| + n(g(x) —g@)|  (inégalité triangulaire)
= A [F(@) = )] + Il lg() - g(w)

f est a-lipschitzienne

< _ _
< Walz =yl +|ulble =yl g est b-lipschitzienne

= ([Aa+[plb) [z -yl
Posons ¢ = |A| a + |u| b € Ry, alors h est c-lipschitzienne,
V(z,y) €R® |h(z) = h(y)| <clz—yl.

Donc h =X f + g € E et E est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de ¢ (R, R) ‘

2.13 Soit E = {(un),cy € RY, de signe constant }. Posons

3 si n est pair
Vn € N, Up, = . p .

1 si n est impair.
Posons également pour tout n € N, v, = —2. On observe que les suites u = (un),cy €t v = (vp),, oy sont
de signe constant. Donc v € E et v € E. Posons w = u + v, w = (Wn),,cy

1 si n est pair

Vn € N, Wn = . P . .
—1 si n est impair.

Alors la suite w ¢ E. Donc E n’est pas stable par addition. Conclusion, | E n’est pas un espace vectoriel |.

2.14 Montrons que E ={M € 4, (R) | tr (M) = 0} est un sous-espace vectoriel de ., (R).
o Ona E C ., (R) par définition.
e Si M =0,, alors tr (M) = tr (0,,) = Og. Donc 0,, € E.
o Soit (A, ) € R? et (M, N) € E%. Posons A = AM + uN. Par linéarité de la trace,

tr(A) =tr AWM + uN)=Atr (M) + utr (N) =Ax0+pux0=0 car M e Eet Ne€ E.

Donc A =AM + uN € E et E est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de ., (R) ‘
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2.15 Montrons que F = {f € ¢ (R,R), 2-lipschitzienne} n’est pas un espace vectoriel. Soit f : . Alors
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T 2z
f est 2-lipschitzienne :
Vi y) €R,1f(@) - f)] = 20— 2] =20 y].
Donc f € E. Posons maintenant g = 2f. Alors on a,
V(r,y) eR* z#y,  |9(2) —g(y)| = |4z —dy| = 4|z —y| > 2|z —y| car |z —y| > 0.

Donc g n’est pas 2-lipschitzienne. Ainsi 2f ¢ E et E n’est pas stable par multiplication externe. Conclusion,
‘ FE n’est pas un espace vectoriel ‘
2.16 Montrons que E = {P € C[X] | P(1) = P'(1) = P"(1)} est un sous-espace vectoriel de C[X].
o On a F C C[X] par définition.
e Si P =0¢x]. Alors P = P' = P = O¢[x]. Donc P(1) = P'(1) = P"(1) = Oc. Donc P = O¢[x] € E.

o Soient (A\,u) € C? et (P,Q) € E? Posons R = AP + pQ. Alors, par linéarité de la dérivation,
R =AP 4+ puQ et R =XP" + u@Q". Donc

R'(1)=AP"'(1)+pQ"(1) = AP'(1)+ pQ'(1) = R'(1) car PEEetQ€EFE
=AP(1)+ pQ(1) = R(1) car Pe Eet Q€ E.

Ainsi, R”(1) = R'(1) = R(1). Donc R = AP + uQ € E et E est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, ‘ E est un sous-espace vectoriel de C[X] ‘

3. Déterminer une intersection ou une somme d’espaces vectoriels.
3.1 Soient F ={P eK3[X]| P'(1)=0} et G={P € Ks[X]| P’(1) =0}. Soit P € K3[X]. On a les équiva-
lences suivantes :

PeF
PeFNnG o & P (1)=P'(1)=0.
{PeG (1) =P"(1)

Posons (ag, a1, as,a3) € K* tel que P = a3 X® + a2 X? + a1 X + ag. Alors P’ = 3a3X? + 2a2X + a; et
P" = 6a3X + 2a,. Donc

3 2 =0 3 2 =0
PeFnNnG = a3 +2az + oy & 03 + 202 + a1
6as + 2a92 =0 as = —3as
3aa — Ga- =
o az —6ag +a; =0
a2:—3a3
- a1 = 3as
a2:—3a3
&  P=a3(X®-3X?+3X) +ao
D’ou,
FNG={a3 (X’ -3X*+3X) +ap € K3[X] | (a3,a0) € K*}.

Conclusion,

FNG = Vectg (X* - 3X%+3X,1).
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ailp a2 ais
3.2 Soient F = % (R) et G={M € 5 (R) | tr (M) =0}. Soit M = | az1 a2 ags | € #5(R). On a
azy a2 aG33

Me (R
MeFNG & 5 (R)
tr (M) =0
N Q12 = A21, G413 = A31, A23 = A32
ail +aze +aszz3 =0
o {alz = @21, @13 = az1, A23 = 432
a3z = —ai1 — a22.
ail a2 a13
& M= | a2 a2 a23
a1z ag3 —ail — a2
1 0 0 0 1 0 0 0 1
=2 M=a:{0 0 O 4+a2l1 0 O)4+a310 0 0
0 0 -1 0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 0 0
+ax|0 1 0 +a3 | 0 0 1
0 0 -1 0 1 0
Conclusion,
1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O
F NG = Vectg oo o]})J,froo0o}),{OO0O0O),{O 1T O0},/0 01
0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 -1 01 0
1 1 T
3.3 Soient F' = Vectg g , (1) et G = ‘Z ERY |z +y+2+t=0 p.Soit u = (z,y,2,t) € RL On
4 0 t
a
(2] 1 1
y 2 0
F I\, p) € R?, =\
ue FNG & {ue & (A n) z 3 ks 1
ue G
| 1] 4 0
z+y+z+t=0
[z] Atp
2\
Svwer, |V =
& z 3A+pu
L] 4\
A+ +22X43A+p+42=0

I\ ) eR2, (2,y,2,t) = (A +1,2 0,3 N +p,4 )
10X 421 =0
I\ ) R (z,y,2,8) = (A 44,2 0,3 X +p,4N)
w=-=5X
& INER, (z,y,2,t) = (A=5X203X-5),4))
& IXNeR, (z,y,2,t) =A(—4,2,-2,4).
D’ou,
FNG={2X(-2,1,-1,2) eR* | A\e R}.

/i3
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Conclusion,

F NG = Vectg
2

3.4 Soient F = {f € ¢*(R,R) | f" = f} et G = Vect (ch, cos). Soit (E) I'équation différentielle d’ordre 2 &
coefficients constants : f”/ — f = 0. L’équation caractéristique associée est (E.) : 7> —1 = 0 dont les solutions
sont 1 et —1. Posons f; : x — e et fy : x — e~ *. Donc 'ensemble F' des solutions est

F = VectR (f17 fg) .

Ainsi,
F + G = Vectg (f1, f2) + Vectg (ch, cos) = Vectg (f1, fo, ch, cos) .

Or on observe que ch = # et est donc une combinaison linéaire de f; et fo. Donc
F + G = Vectg (f1, f2,co08) .

Or on ne peut écrire aucun de ces vecteurs comme combinaison linéaire des autres (on dit que la famille
(f1, f2,cos) est libre ou encore que ces vecteurs ne sont pas coplanaires). Conclusion,

‘F—i—G:Vect]R (fl,f27cos).‘

3.5 Soient F' = {(un)neN e RN | Yn € N upio = Supyr — 6un} et
G = {(u")nEN e RN | Vn € N, Upio = Unt1 + 2uy, } Soit (F.) : r? — 5r + 6 = 0 I’équation caractéristique
associée a la relation de récurrence de F'. On remarque que 2 et 3 sont les deux racines de (F,). Donc

F = Vectgr ((2n)n€N ) (Sn)neN) ’

Soit (Ge) : 2 —r — 2 = 0 I’équation caractéristique associée a la relation de récurrence de G. Soit A le
discriminant associé A =1+ 8 =9 et donc les racines sont 12;‘5 =—1let 1—;3 = 2. Donc,

G = Vectr (((=1)")pen > (") nen) -

Ainsi,
F+G = Vectr ((2"),en s (3™)nen) + Vectz ((=1)™),en s (2" nen)
= Vectg ((2n>neN ) <3n>n€N ) ((_l)n)neN ) (2n)neN)
= Vectg ((Q")nEN (3 nen > (1)) en s O]RN) Cy+ Cy—C
= Vectr ((2n)neN » 3" nen ((*l)n)neN) :

On note qu’aucun de ces trois vecteurs ne sont combinaison linéaire des autres vecteurs. Conclusion,

F + G = Vectg ((2")nEN (3" nen s ((*1)71)7!61\1) )

3.6 Soient F = % (R) et G = { M € ., (R) | Tr (M) =0}. On a
P {2 1) caie
(G e
~{alo o) 4o 0) a0 V) e

() D)

(a,b,c,d) € R, b= c}

(a,b,d) € RS}

(a,b,c) € R3}




&
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De la méme fagon,
a b 4
G= ¢ d € Mo (R) | (a,b,c,d) €R*, a+d=0
:{@ b)&%ﬁ)@@@ew}
c —a
_ 1 0 0 1 0 0 3}
—{a<0 71>+b<0 0>+c<1 O)e/@(R) (a,b,c) R

Il
5
a
=~
=
/N
—

b o o))

1 0] 0o 1700 1 0] o 11 [0 0
F+G:V€CtR<[0 O_’{l 0}’{0 1}’{0 —1}’{0 0}’{1 OD
o
0)

- 1 0 0 0 1 0 0 CQ<—CQ—C5—CG
*VeCtR(|:O 702; {0 1:|3027|: :|7|: 0}) C4<—C4—Cl+03

car les opérations élémentaires sur les vecteurs ne changent pas ’espace engendré. Donc

e ([ 9.2 0L L )

:{a{(l) 8}”’{8 ﬂ“LCB (l)}ﬂl{(l) 8}6///2(]1%)

Donc

)

0 0

(a,b,c,d) € R4}

:{B z(j € M (R) | (a,b;c,d) €R4}

Conclusion,

|F+G=.t(R).|

4. Montrer que deux espaces vectoriels sont supplémentaires.

4.1 Soient F'={f € € (R,R) | f constante sur R} et G = {f € ¢ (R,R)

1
/ f(t)dt—O}.
0

1
e Soit f € FNG. Alors f € F et il existe C € R tel que Vo € R, f(z) = C. Donc / flt)de
0
Cx(1-0)=C.Or fedq,donc

O:/o Fdt = C.

Ainsi Vz € R, f(z) = C =0. D'ou, f = 0g@mpr) et FNG C {Of(RR)}' Or on a également {Og(RR)}
FNG. Donc

N

F N G - {0%(]&1&)} .

o Analyse. Soit f € € (R,R) telle que f =g+ h, g € F et h € G. Alors g est constante, il existe C' € R
telle que

Vo € R, f(x) = C + h(z).
Puis, par linéarité de I'intégrale,

1 1
/f(t)dt:C+/ h(t)dt = C car h € G.
0 0
1
Donc C = / f(t) dt, puis pour tout x € R, h(x) = f(z) — C.
0

1
Synthése. Soit f € € (R,R). Posons C' = / f(t)dt et pour tout = € R, g(z) = C. Posons également
0
h = f—C. Alors, on a bien
(1) f=C+h=g+h

(i) gerF
1 1 1 1
h(t)dt = dt - C = dt — dt=0 r définition de C
(i) /0 () dt /Of(t) ¢ /Of(t)t /Of(t)t par définition de
donc h € G.

/i3
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Ainsi, f € F+ G. Donc € (R,R) C F+ G. Or on a aussi F + G C % (R,R). Donc
F+G=%(RR).

Conclusion, les espaces F' et G sont supplémentaires dans ¢ (R, R),

\F@G:%@Rw

1 1 0
4.2 Soient F = Vect [O , [2] et G = Vect 1
1 3 0

o Soit u € FNG. Alors il existe (A1, A2, A\3) € R? tel que

1 1 0 A1+ A2 0
u=MAM[0)+X|2]=X]|1 & U = 2 Xo =1 X3
1 3 0 A1 +3 A 0
Donc
A+ =0 A+ =0 AM=—X=0
200 = A3 54 A3 =2\ L3+ Ls— 1,4 = A3 =0
A+3X =0 2 =0 Ag =

Donc u = Ogs et ainsi F NG C {Ogs}. Or on a aussi {Ogs} € FNG. D’ou

FNG={0gs}.
e D’autre part,
1 1 0 1 1 0
F 4+ G = Vect 0f, (2 + Vect 1 = Vect 0],(2],(1
1 3 0 1 3 0

Or les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré. Donc

1 0 1
F + G = Vect 0],]1(,12 Cy + (5
1] 0] [3]
1] [o] [o]
= Vect 0 s 1 s 0 Cg — 03 — Cl — 202
1] 0] [3]
(17 [o] (0] 1
= Vect 0],]1],10 C3 « 503
1] [0] [1]
(17 [o] (0]
= Vect 0],]1f,10 Ci+ Cy—C;
0] [0] [1]
1 0] 0
=z |0| +y|1]| +2|0] eR®|(2,9,2) €R?
0 0] 1

Donc F + G = R3.

Conclusion, F et G sont supplémentaires dans R3 :

FaG=R>3

4.3 Soit n € N*.

o Soit M € 7, (R) N &, (R). Alors MT = M et MT = —M et donc M = —M i.e. M = 0,. Donc
n (R)YN e, (R) C {0,}. Or on a aussi {0,} C .7, (R) N, (R). Donc

Zn (R) N, (R) ={0,}.

/i3
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e (C’est un exercice que nous avons déja vu. Ceux qui se souviennent de la décomposition, peuvent passer
la partie analyse.
Analyse. Soit M € A, (R) tel que M = A+ B avec A € .7, (R) et B € o, (R). Alors, par linéarité de
la transposée,

T— AT +BT=A-B car A € .7, (R) et B € o7, (R).
Donc -
M=A+B A= MM
= M—QMT
:A—B B: P} .

Synthése. Soit M € ., (R). Posons A = M%MT et B=M=M

M+MT  M-MT

() A+B=—(F—+—F—=M
iy ar=Y 2( il MT;M — A donc A € 7, (R)
(i) BT Q(MT) = TQ_M = —B donc B € &, (R).
Ainsi, M € 7, (R) + .97, (R) et 4, (R) C %, (R) + o, (R). Or on a aussi .7, (R) + o, (R) C 4, (R).

Donc

Conclusion, .7, (R) et <7, (R) sont supplémentaires dans .#3 (R) :
S (R) ® o, (R) = A, (R)

4.4 Soit F = {P € R3[X] | P(0) = P'(0) =0} et G = { P € R3[X] | P(1) = P'(1) = 0}.

o Soit P € FNG. Alors P(0) = P’(0) = P(1) = P’(1) = 0. Donc 0 est une racine double de P et 1 est
aussi une racine double de P. Donc P est un polyndéme de degré au plus 3 (€ R3[X]) ayant 4 racines
comptées avec multiplicité. Ainsi P = Og,[x). Donc FNG C {OR3 (X] } Or on a aussi {ORs[X]} C FNG.
Donc

FnG = {ORS[X]}'
o Calculons F' + G. Soit P € R3[X]. On a

PeF 0 est une racine double de P
X? divise P
3Q € Ry[X], P = X*Q

J(a,b) €R?* P =X?(aX +b) =aX®+bX>

O

D’ou
F = Vectg (X%, X?).

De méme, pour P € R3[X], on a

PedG & 1 est une racine double de P
& (X —1)° divise P
& IQ e Ry[X], P=(X — )
& J(a,b) eR?, P=(X —1)*(aX +b)
& F(a,b) €R? P=(X?—-2X +1) (aX +b)
&

F(a,b) €R* P=0a(X®-2X?+ X) +b(X*—2X +1).

D’ou
G = Vectg (X° —2X* + X, X* —2X +1).
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Par suite,
F+G=V@m(xﬁx)+vmmbﬁ—ax2+xx?—zx+m
= Vectr (X% X% X® —2X? + X, X? - 2X +1)
:VectR(X X2X —2X + ) C3+ C3—C1+ 20y
= Vectg (X°, X?, X, 1) Cy + Oy +2C3

= {a3X3 +a2X2 + a1 X +ag € R3[X] | (ag,ag,al,ao) S R4}.

Donc F + G = R3[X].

Conclusion, F' et G sont supplémentaires dans R3[X] :

|F &G =RyX] |

45 Soit F={fe€?*(R,R) | f"+3f +7f=0} et G={fe€*R,R) | f(0)=f(0)=0}.
e Soit f € FNG. Alors la fonction f vérifie le probleme de Cauchy suivant :

{mzeR, (@) +3f'(z) + 7f(z) =
f(0) = f'(0) = 0.

Or on note que Og2(r r) vérifie aussi ce méme probléme de Cauchy. Donc par unicité, f = Og2(r r)-
Ainsi, FNG C {O%az(]R’R)}. Or on a aussi {O%Q(R,R)} C ENG. Dong,

FNG={0s2rRr)}-
o Analyse. Soit f € €% (R,R) telle que f = g+ h, g € F et h € G. Alors g est I'unique solution de

f"+3f +7f =0 vérifiant g(0) = f(0) — h(0) = f(0) et ¢’(0) = f/(0) — A’ (0) = f/(0). Puis h = f — g.
Synthese. Soit f € €2 (R,R). Posons yo = f(0) et y; = f'(0). Alors le systéme suivant :

9" +3¢9'+79=0
9(0) = yo
g'(0) =m

est un probléeme de Cauchy et admet donc une unique solution, que 'on note g. Posons également
h=f—g. Alors

(i) f=g+h
(i7) g est solution de ¢” + 3¢’ +7g=0donc g € F
(i) {hm) = f(0) = (0) = £(0) = yo = f(0) = f(0) =
W (0) = f'(0) = g'(0) = f'(0) —y1 = f'(0) — f'(0
donc h € G.

0
)=

Ainsi, f € F+ G. Donc ¢? (R,R) C F + G. Or on a aussi, F + G C ¢? (R,R). Donc
F+G=%*R,R).

Conclusion, les espaces F et G sont supplémentaires dans ¢ (R, R) :

FoG=%RR).|

5. Déterminer la multiplicité d’une racine.
5.1 Soit P =5X° —13X* +12X3 - 8X2+7X —-3.Ona

P(1)=5-134+12-8+7—3=0.
Donc 1 est une racine de P. De plus P’ = 25X* — 52X3 +36X2 — 16X + 7. Donc

P'(1)=25-52+36—164+7=—-27+20+7=0.
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5.2

5.3

5.4

5.5

Puis, P” = 100X3 — 156X2 + 72X — 16. Donc
P"(1) =100 — 156 + 72 — 16 = —56 + 72 — 16 = 0.
On continue, P = 300X? — 312X + 72. Donc,

P"(1) =300 — 312+ 72 = —12 + 72 = 60 # 0.

Donc ‘ 1 est une racine de multiplicité 3 de P ‘

Soit P = X3 + 3X2 + 3X 4 1. On remarque directement un binéme de Newton : P = (X + 1)*. Donc,
directement ‘ —1 est une racine de multiplicité 3 de P. ‘

Posons P = (X — 2)2 (X2 — 13X + 22). Il est clair que 2 est une racine de multiplicité au moins 2 de P.
Posons Q = X2 — 13X + 22. Alors

Q(2)=4-26422=0.
De plus Q' = 2X — 13 et donc Q(2) = 4 — 13 = —9 # 0. Donc 2 est une racine simple de @ et donc
‘ 2 une racine de multiplicité 3 de P ‘

Soit P = X% +2X3 +3X? 42X + 1. Commencons par rappeler les deux relations fondamentales pour j :
le complexe j étant une racine 3-ieme de I'unité on a j3 =1 et 1 + 5+ j2 = 0. Ainsi

P(j) ="' +2/° +3° 42 + 1=+ 2432 42/ + 1=3( +j + 1) = 0.
De plus P/ = 4X3 4+ 6X? +6X + 2. Donc
P'(j) =47° + 6/ +6j +2=4+62+6j +2=6 (> +j +1) =0.
Et encore P = 12X? + 12X + 6 et donc

P'(j) =122 +12j+6 =12 (j° +j +1) =12+ 6 = =6 # 0.

Donc P(j) = P'(j) = 0 et P"(j) # 0. Conclusion, ‘j est une racine double de P ‘

NB : lorsque l'on sait que j est une racine de multiplicité au moins deux, puisque P est 4 coefficients réels,

on en déduit que j* = j est aussi une racine de multiplicité au moins deuxr de P. Or deg(P) =4 =2+ 2.
Donc j et 52 sont deux racines doubles de P.

Soit P=X°+6X*+10X3—-20X2 —-51X —26. On a

P(—1) = —1+6—10— 20 + 51 — 26 = 0.
De plus P/ = 5X* 4 24X3 +30X2 — 40X — 51 et
Pl(—1)=5-24+30+40—51=5+6— 11 = 0.
De surcroit P = 20X3 + 72X? 4+ 60X — 40 et donc

P"(—1) = —20+ 72 — 60 — 40 = 52 — 100 = —48 # 0.

Donc P(—1) = P'(—1) = 0 et P"’(—1) # 0. Conclusion, | —1 est une racine double de P |.
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