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Correction de l’interrogation 19
d’entrainement
Familles de vecteurs

\. J

1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

Soient E un espace vectoriel, n € N* et .£ = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que
£ est libre si et seulement si

e Aucun des vecteurs de .Z n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de &

e i.e. pour tout (A\,...,\,) € K" on a
Auy+--+ A u, =0g = A==\, =0r.
Soient E un espace vectoriel, n € N* et £ = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que

Z est liée si et seulement si
e L’un des vecteurs au moins de .Z est une combinaison linéaire des autres vecteurs de .
o ie. il existe (A\1,...,A,) € K"\ {(0,...,0)}, tel que

A1“1""""’Anun:OE‘~

Soient E un espace vectoriel non nul et ¢ une famille de vecteur de E. On dit que ¢ est génératrice dans
E si et seulement si E = Vect (¥).

Soient F un espace vectoriel non nul, n € N*, # = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit
que £ est une base de F si et seulement si

o A est libre et génératrice dans F
o ie.
Ve e E, 3 (A1,...,\n) €KY, T=MNUL+ -+ Xy Up.

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, Zr une base de F' et B une base
de G. On pose B = Br U Bg. Alors,

o FNG={0g} & P est libre.

e F4+G=F & A est génératrice dans E.

e F&G=F & 2 est une base de E.

11 suffit (ou plutdt « il faut » cela ressemble plus & une condition nécessaire que suffisante...) de demander
a la fille ou au gargon si elle/il est libre, surtout si elle/il est canon. C’est la base. Pour engendrer faut
peut-étre attendre un peu...

2. Familles génératrices.

2.1

On a les égalités entre ensembles suivantes :

z—2z2=0

F={ (z,y,2,t) €ER*| —3y+t=0

20 +9y — 2z -3t =0
xT=z

= (z,y,2,t) eR*| t=3y

2249y —22—-9y =0

={(z5,2,3y) eR*| (y,2) e R?}

1 0

0 1

= Vect 1l 1o

0 3
1 0

. . 0 1 " .
Conclusion, | la famille ¢4 = 11 1o est génératrice dans F' |

0 3
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2.2

2.3

24

On considere ’équation différentielle homogene du second ordre a coefficients constants d’inconnue f deux
fois dérivable :
(E) f"+3f +5f=0
Soit
(Ec) 7’2+37’+5:0,
Péquation caractéristique associée. Son discriminant vaut A =9 — 20 = —11 < 0. Les racines de (E,) sont
donc r; = *B%m et ro = *3%@ Ainsi,
R—+R
F = 5o VIT V1T A,B) eR®
z ez [ Acos v + Bsin :c ( )
2 2
R—R R—R
= Vect —8a Viiz\, e (V1lz
T e 2 cos x e 2 sin
2 2
R—=R R—R
Conclusion, |la famille ¥ = 3a (\/1133), ae (Mllx) est génératrice dans F |.
r e 2 cos T e 2 sin 5
Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré. Or
¢ =(1,1-X,X - X* X*-X?) ~ (1, X, X - X, X? - X% Cy + C1 — Cy
~ (1, X, X X* - X?) Cs + Cy — Cy
~ (1, X, X% X?) CiC3-0Cy

On reconnait alors la base canonique de R3[X] qui est bien génératrice dans R3[X]. Conclusion,

‘% est génératrice dans R3[X]. ‘

Montrons que F = Vect (¢). Soit f € F = Vect (cos? sin?), alors il existe (\,p) € R? tel que f =
Acos? +pusin?. Par linéarisation,

1+cos(2x)) JrIu(l—cos(2x)) S

Vo € R, f(x):/\( 3 5 5 + 5 cos (2z) .

Donc f € Vect (¢) et ainsi F' C Vect (¢). Attention, cela ne suffit pas pour que ¢ soit génératrice dans F,
car il faut que ¢ soit une famille de vecteurs de F'. Exemple il serait inexact de dire que (1, X, X 2) est une
famille génératrice de Ry[X] car X2 ¢ Ry[X].
Réciproquement si f € Vect (¢), alors il existe (A, u) € R? tel que
Vo € R, f(z) = A4pcos (2z)
= A (cos?(z) + sin®(z)) + p (cos?(z) — sin?(z))
= (A pu) cos?(z) + (X —p) sin®(z).

Donc f € F et Vect (¢4) C F. Conclusion, F' = Vect (¢) et ’g est une famille génératrice de F' ‘

Méthode 2. Les opérations élémentaires ne modifient pas 1’espace engendré, on a donc

Vect (¢) = Vect (x — 1, x — cos(2z))

= Vect (cos® +sin?, cos® — sin®)

= Vect ((3052 +sin?, 2 COSQ) Cy +— Cy+C4
1

= Vect ((3052 +sin?, cosg) Cy 502

= Vect (sir127 COSQ) CiL+Cy—0Cy

= Vect (cosz, sin2) C1 < Cs.

Conclusion, ‘ F =Vect (¥) et ¢ est génératrice dans F ‘

2/fi3
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2.5 Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré, on a donc les égalités suivantes :

Vect(g):\/ect((io5 8)7((1) (2)>’<(1) é)’(é é)) C16C
—veer (5 ) (9 8)-(6 3)-(6 o)) Cror =30
—veer (5 0)- (0 5)-(0 3G 0) coae
=veer (5 0)- (5 0)- (6 5)-(0 2) Gz &2 Cu
—veer (5 0) (0 0)-(0 3)-(7 0)) oL G2t
=veer (5 0)-(0 o)+ (7 0)-(6 5)) Gy 2 C4
=veer (5 0)- (5 ) (0 0)-(0 V) Ci =304

base canonique de .#> (R)

Conclusion, ‘Vect (9) = A5 (R) et donc ¥ est génératrice dans .45 (R) ‘
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3. Familles libres/liées.

3.1 Méthode 1 : par définition. Soit (A1, A2, A3, \4) € R%. On a les équivalences suivantes :

A1 + A2 + A3 + M = Opa

=N =N
N = NN
O == O
_ o o= O

A1 +20+A3=0
2 1+ X+ =0
& AM+2X+A3=0
2M+ X+ A3=0
A2+ =0

A1+2X+2A3=0

—3X—2X3+ A4 =0 §2<_§2_2L1
o 0=0 3< L3 —1In

Ly<+ Ly—214
—3X—A3=0 Ls <+ Ls— L,
—A3+XM =0

A 42X 4+ A5 = 0

3% —2Xs4+ A =0

—3X—A3=0

— A3+ =0

—3X—2X3+X =0
& Ls <+ Ls—L
/\3_/\420 3 3 2

— A3+ =0

A+2A+A3=0

= —3X—2X3+X4 =0 car Ly = — L3
A3—As =0

M=—2 -3 =241 -\ =2

As—2A A
o Ny = M=2ha M
A3 =N\

En particulier (—1, —1,3,3) est une solution non nulle. Donc il existe (A1, A2, A3, As) € R*\ {Ora} tel que

A + A2 + A3 + N\ = Opa.

— N = N
N =N =N
O~ = O -
_o0 OO

Conclusion, | .Z est liée|.

Meéthode 2 : par échelonnement. Les opérations élémentaires ne modifient pas le caractere libre ni le carac-
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3.2

3.3
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tere générateur et on a
1 2 1 0 1] [0 0 0]
2 1 0 1 2 -3 -2 1
21 (1] |1] o “ ol [=3| [=1] o 3¢ C3—C4
1 2 0 1 1] |0 -1 1]
[1] [0] T[oO 0
2 1 2 1 CQ — —;02
~ 1],10(,10],1]0 Cn _é,
v 2| 1] [1] |0 s s
1] 0] |1 1
[17 [0l [0 0]
2 L 0 0 Cg < 03 — 202
U Cy e Cy—C
v 2| [1| |-1] |-1 4Tt
1] 0] [1 1]
—

La famille .’ admet deux vecteurs identiques et est donc liée. Or les opérations élémentaires ne modifient

pas le caractere lié d’une famille donc .

Méthode 1 : par définition. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que

1 -1 0 1 -1 0
)\1<0 0)4—)\2(71 0)-1—)\3(1 1)—02.
Alors,
A1—A3=0
A1 — A3 —)\1+)\2> —AM+XA=0
=0 &
(—A2+A3 A3 2 —do+A3=0
A3 =0
A= A3
A= Ao
<
Ay = A3
=4 /\12/\2=>\3=O.

Conclusion, | .Z est libre |.

Méthode 2 : par échelonnement. Les opérations élémentaires ne modifient pas le caractere libre ni le carac-
tere générateur

)

1

2=((6 % 0 Y)
)0 )

On note que .2’ est échelonnée en ses coordonnées et est donc libre. Donc | .Z est libre|.

P
Soient (A1,...,A,) € KP tel que Z X v; = 0. Alors,
i=1

03%034—01

C3 + C35+Cy

K2

p P i
OE = Z)\ZUZ = Z)\lz%
i=1 =1 j=1

JiE
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On reconnait une somme triangulaire. Ainsi,

P P P
Op= > Awj=) ujy A=) puj
1<j<i<p Jj=1 1=j j=1
ou pour tout j € [1;p], u; = f:j Ai. Or la famille (uq,...,u,) est libre. Donc

vielLpl,  u =0k

On obtient donc
p1 = )\1—|—)\2+"'—|—/\p =0
Mo = )‘2++)‘p :0

Hp = Ap =0
Le systeme est échelonné, avec un pivot a chaque ligne, il admet donc une unique solution :

A=Ay =-= =0

Conclusion, |la famille .Z = (v1,. .., vp) est libre ‘

3.4 Méthode 1 : par la définition. Soient (A1, A2, A3, As) € R* tel que

P=XX(X -1 +X0X*(X —1)+ XX+ A (X —1)% = Opy -

Alors,
P(l):)\gzoR et P(O):—)\4:0.
Donc
0=P=XMXX-124+0X2(X-1)=X(X-1[\(KX-1)+ X X].
Ainsi

Q=M (X—1)+)\2X:0R[X].

Donc Q(0) = — A1 = 0= Q(1) = Ao. Finalement, A\; = Ao = A3 = A4 = 0. Conclusion, .

Méthode 2 : par échelonnement. Les opérations élémentaires ne modifient pas le caractere libre ou lié. Or
on a

Z=(X(x-1* xX2(X-1), X*, (x -1)%)
=(X*-2X?+ X, X* - X? X° X®-3X?+3X-1)

%(X3—2X2+X, X?—X? X®-3X%+3X -1, X% Cz < Oy
Cq Cl — 04
~ (—2X?+ X, —X?, =3X*+3X -1, X?%) Cy + Cy —Cy
< 03%03704
> (-2X*+ X, X?, —3X*+3X -1, X?) Cy + —Cy
> (-2X*+ X, -3X*+3X -1, X?, X?) Cy < O3
C) + Cy +2C
_ 2 3 1 1 3
p (X’?’X 17X7X) Cs + Cy + 3C5
> (3X -1, X, X?, X?) C1 < Oy
> (1, X, X?, X?) C1 30— Cy

On reconnait alors la base canonique de R3[X] qui est libre. Donc | % est libre |

3.5 Notons f : @+ |z|, fa : x|z — 1] et f3: x — |z + 1]. Soient (A1, A2, A3) € R? tel que

A1 fi+ A2 fa+ A3 f3 = 0z@p)-

Alors pour tout = € R,
Mzl + X |z =1+ Az ]z +1]=0

6 /i3
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En évaluant en 0, 1, et —1 respectivement, on obtient

Ao+ A3 =0 A3 = — Xy Az = — A2
M 4203 =0 & A —2X =0 & A —2X =0 L3 < L3+ Lo
M 42X =0 A 42X =0 2X =0
A3 =0
= A =0
A =0

Conclusion, | .Z est libre |.

3.6 Posons pour tout k € [0;3], fi : « — sin (x + k%). On a alors pour tout x € R,

fo(z) = sin (z)

On observe alors en particulier que
V2 V2

fi= Tfo + sz-

Donc f; est une combinaison linéaire de fy et fa. Conclusion, | £ est liée|.

4. Coordonnées d’un vecteur.
4.1 Pour tout k € [[1;5], on pose fi : x — sin (kz) et fo : z — 1. On a donc B = (fo, f1, fo, f3, f4, f5). On a
par la formule d’Euler, celle de Moivre, celle de Newton et le triangle de Pascal (tout le monde est invité
ici) pour les coefficients,

T —iz\ D
Vz € R, f(x) = sin’®(z) = (%)

7

B 1 eSiz -5 e4i:r7iz +10 eSix72i:}c 710622'95732'9: +5 eim74iaj _ 6751':1:
(2i)* 2i
B ie&}ix _ e—Six -5 eBim +5 e—Sir +1Oel'r —10 e—im
- 16 2i
_sin (5z) — 5sin (3x) + 10sin(x)
- 16 '
D’ou
f=0xf +10f +0x f 5f +0x fa+ 1f
= o+ 161 2~ 1673 EETELE
Par conséquent, | f € Vect (#) = E et ses coordonnées dans la base % sont (O, %, 0, —15—6, 0, Tla) .
Pour les curieux, montrons que & est libre. Soient (\;) ie[o:5] € RS tel que
5
Z)\i Ji =0z @®R)-
i=0
En particulier si x = 0,
5
Or = > X fi(z) = A +0 = Xo.
i=0
Donc
Vo € R, Arsin(x) + Agsin(2z) + Agsin(3z) + Ay sin(4z) + As sin(bz) = 0. (1)

JE
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4.2

4.3

En prenant 2’ = x + 7, on obtient également
Vo € R, 0 = Aysin(z + ) + Ao sin(2z + 27) + A3 sin(3z + 37) + Ay sin(4x + 47) + A5 sin(bz + 57)
= — Arsin(z) + Agsin(2z) — A3 sin(3z) + Ay sin(4x) — A5 sin(5x) (2)
En faisant (1)+(2), on obtient
Vz € R, 2 \gsin(2z) + 2 Agsin(4x) =0
Donc pour z = 7, 22 = 0 i.e. Ao = 0 puis x = F, Ay = 0. Ainsi,
Vo € R, Arsin(x) + Agsin(3z) + A5 sin(bz) = 0.
Utilisons une autre technique pour varier un peu. On a alors au voisinage de 0 :

xb 3223 3555 5223 595

3
_ _r T 5 _ o o 5 _ 5

3 5
o (M 43345 X5) 2z — % ()\1 +33 A3 +53 /\5) + irTO (/\1 +3° A3 +5° )\5) +o ($5)

Par unicité du développement limité, on obtient
A3 A3 +5 X5 =0
A3 A3 4+535 =0
A1 +35 A3 +5° As =0

On échelonne le systeme et on obtient finalement que A\; = A3 = A5 = 0. Or nous avions aussi A\g = Ay =
A4 = 0. Conclusion, & est libre.

La famille & est échelonnée en ses degrés donc ‘ 2B est libre dans R,,[X] ‘

Soit P € R,[X]. D’apres la formule de Taylor pour les polyndmes,

n_ p(k)
P:ZPk!(l)(X—l)k.
k=0

Donc | P € R, [X] | et ainsi R, [X] C Vect (#). Or Vect (#) C R, [X] et donc R, [X] = Vect (#). La famille
A est donc génératrice dans R, [X]. Or elle est libre, c’est donc une base de R, [X]. De plus, toujours par

la formule de Taylor, |les coordonnées de P dans % est (P(l), P'(1), P”Z(l) e, Pm),(l)) . Chanmé non ?

n:

2 1
Les vecteurs e; = | 3 | et e = |—1| ne sont pas colinéaires. Donc & est libre. Soit (\,x) € R%. On a
—1 —2
les équivalences suivantes :
5 22 +p
U= Aejy + pes s 0| =1|3\x—p
-7 —A—2u
2X+p =
& 3A—pu=20
—A=2u=-7
22X +p =5
& w=3A
—A=2u=-7
2A4+3X1=5
& w=3A
—A—6A=-7
A=1
=
p=3

On a bien une solution, donc u = ey + 3ez € Vect (#) et ses coordonnées dans la base # sont (1, 3).

JE
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4.4 Les opérations élémentaires ne modifient ni le caractére générateur ni le caractere libre et on a

1 -1 1
B=| |-1],]i],]|i
i 1 —1

1T 1o 0
i—1),]i+1
i 14| |-1-i
1 [0 0

2|, | i+1

i 0 —1—i

R2

R

K2
= O
o—o o~ O o~ O

K2 KR
N T N N N
: <. | ,_.I
: =)
| .
4+ o
-

R

02(*024’01
Cg(*Cg*Cl

Cy + Cy+C4

02 — %02—03

01(—01+02
Cg(*Cg*(l+Z‘)CQ

C3 « ﬁc;;
Cl — Cl — iC3

On obtient alors la base canonique de C3. Donc 2 est libre et génératrice dans C3. Conclusion,

‘%’ est une base de C3. ‘

Notons (e, e2, e3) les trois vecteurs de 4. Soient (a,b,c) € C3. On a les équivalences suivantes :

u = aey + bey + ces

On obtient alors

1
1474

C =

et

(2—-b(-1+1) = ,<2+%(—1+i))=

1+74 a—b+ec
1—i| =|—-a+bi+a
) ai+b—c

=

a—b+c=1+1
—a+bitci=1—1
at+b—c=1

b(1+1i) +c(—1—1)
a—b+c=1+41
b(—1+i)+c(14+1i) =2
2ib=3

a—b+c=1+1
b(—14+id)4+c(l+i)=2

= _3
b=—3

a—b+c=14+1
& b(—14+1i)+c(14+1i) =2
=1

1 1

142

31

1
a=1+i+b—c=1+i——+-+i=

2 2

VE

1474

Lo+ Lo+ Ly
L3y <+ L3y —1il4

L3 < L3+ Lo
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On a donc

u

= aeq + bey + ces & b=

Pensez a vérifiez vos calculs en calculant aey + bes + ces.

Conclusion,

les coordonnées de u dans 4 sont (—, -2t —s — z) .

3+1 31 1

2 27 2

4.5 On a les opérations élémentaires suivantes :

K2 K2

KR

O O, O, OF, O

0)-(

)96 0)
D90 0)
D96 0)
D06 0)
D06 0)
D06 0)

Cy—Cy—C4
CyCy—Cs
Cs3 4+ C3—Cy
Cy <+ Cy—Cs
Cy+ C1—Cy

On reconnait la base canonique de .#5 (R). Or les opérations élémentaires ne modifient pas le caractére
libre ni le caracteére générateur d’une famille. Donc & est libre et génératrice dans .45 (R).

Conclusion, ‘%’ est une base de .#, (R) ‘

Notons (E1, Es, E3, Ey) les quatre matrices de %. Soient (a, b, c,d) € R*. On a les équivalences suivantes :

J=aF1 +bEy + cE3+ dE,

= ((1) —01>:(

at+d=1

c+2d=-1

at+d=1
b=-1

c+2d=-1

a+d=1
b=-1
ct+d=1
c+2d=-1

at+d=1
b=-1
c+d=1
d= -2

a=3
b=-1
c=3
d= -2

Conclusion, | les coordonnées de J dans 4 sont (3,—1,3,—2) ‘

10/13

a+b+d=0
b+c+d=0

b+c+d=0

a+d

b+c+d

a+b+d)
c+2d

LQ%LQ*Ll

L4(—L4—L3
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5. Théoréme de la base adaptée.

5.1 On a les égalités suivantes :

F—{(x,y,z)ER cty—z —0
:{(x,y,z)€R3 _x+y+2; zg} Ly« Ly + Iy
. 3 r =z
f{(x,y,z)ER Y :O}
:{(z,O,z)ERB{zeR}
1
= Vect 0
1

Posons e; = (1,0,1) et Zr = (e1). Puisque e; # Ors, B est libre et par ce qui précede génératrice de F'.
Donc Zr est une base de F'. D’autre part,

G={(z+y.z+yy) eR®|(z,y) eER*} = Vect | |1], |1
0 1

1 1
Posons eo = |1|, e3 = |1| et Bg = (e2,e3). Les vecteurs es et e3 ne sont pas colinéaires donc B¢ est
0 1

libre et par ce qui précede génératrice dans G. Donc g est une base de G.
Posons maintenant & = Br U Ba. Alors

171 M1 [
2= lo|, 1], |1
1] [o] |1
1 0 0 02 — Cg — Cl
2 W N I B Cy e Cy—C
€ _1_ __1 O_ 3 3 1
17 o] [o0]
~ 0 5 1 , 1 Cy < 03
“\|1] o] |-1]
17 o] [0
~ 0 s 1 5 0 CS — CQ - CS
“\ 1] o] |1
17 [o] [o]
~ 0, (1], (0 Cy + Cy —Cs
“\lo] [o] |1]

On reconnait alors la base canonique de R?. Or les opérations élémentaires ne modifient pas le caractére
libre ni le caractére générateur d’une famille. Donc 4 est libre et génératrice dans R? et est donc une base
de R3. Donc par le théoréme de la base adaptée & la somme, on en déduit que

‘F et GG sont supplémentaires dans F. ‘

5.2 On a les égalités suivantes :

Fe {(g 8) € > (R) | (a,0) 6R2}

=veet (5 0)+(0 0)):

Posons Zr = <((1) 8) , (8 (1))> La famille A est libre en tant que sous-famille de la base canonique.

Elle est de plus génératrice dans F' et donc forme une base de F'.

11/13]
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D’autre part,

¢= {(a Z)E//é Z:LZTS(;:O}
(¢ Demm| 70
:{( fl)e///z(R) (a,d)eRQ}
Vec

{(G0)-6 1)

Posons B = ((é 8) , (8 é)) La famille Z¢ est libre car les deux matrices ne sont pas colinéaires.

Elle est de plus génératrice dans G par ce qui précede et donc forme une base de G.
Enfin, on pose Z = Br U Bg. Alors,

2=((0 0):6 o) o) )
A6 06006 aca-a-a

On reconnait alors la base canonique de .#5 (R). Or les opérations élémentaires ne modifient ni le caractere
libre ni le caractere générateur d’une famille. Donc A est libre. Donc par le théoréme de la base adaptée
a la somme, on en déduit que F et G sont supplémentaires dans .#5 (R).

5.3 Soit P =ag + a1 X + azX? € Ry[X]. On a les équivalences suivantes :

1 t=1
PeF & / Pdt=0 & lat+ 224+ 28] =0
0

2 3 t=0
ay ag
& —+—==0
a0+2+3
ag al
oS _ -z _ =
=TT
& P=a (X2—1)+a (X—1>
- 3 ! 2

Par conséquent,
1 1
F =V t(XQ—f, X—7>.

ec 3 5
Posons Zr = (X 2 - %7 X - %) La famille #r est libre car les deux polyndmes ne sont pas colinéaires.
Elle est de plus génératrice dans F' et forme donc une base de F.
Posons G = Vect (1). Alors B = (1) est libre (car 1 # 0) et génératrice dans G donc forme une base de
G. Posons également %8 = Br U Bg. Alors, on a

Cl (*014’103

1 1
_ 2 _ - _ ~ 2
%_<x X 1)%(X,X, ) aCare

3 ) 2 )
On reconnait alors la base canonique de Ro[X]. Or les opérations élémentaires ne modifient pas le caractére
libre ni le caractére générateur. Donc £ est une base de Ry[X]. Donc par le théoréme de la base adaptée
a la somme, on en déduit que

‘ G = Vect (1) est bien un supplémentaire & F' dans Ro[X]. ‘

5.4 Soit P € R3[X]. On a les équivalences suivantes :

PeF & P(1)=P(1)=0 & 1 est racine de multiplicité au moins 2 de P

(X —1)* divise P

QER[X], P=Q(X-1)

J(a,b) €R, P =(aX+b)(X—1)
(a,b) R, P=aX(X-1)2+b(X—1)7.

r o0
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5.5

Ainsi,
F = Vect (X (X 1), (X = 1)%).

Posons #Br = (X (X —1)%, (X — 1)2). Les deux polynémes ne sont pas colinéaires donc B est libre et
par ce qui précede génératrice dans F. Donc # forme une base de F'. Posons B = (X, 1) et G = Vect (Bg).
La famille % est libre en tant que sous-famille de la base canonique de R3[X] et engendre G donc forme
une base de G. Posons enfin 8 = %Br U Bg. Puisque £ est échelonnée en ses degrés, on en déduit déja
que & est libre. Montrons qu’elle est aussi génératrice. On a les opérations élémentaires suivantes :

B=(X"-2X"+X, X*-2X+1, X, 1)

Ci+ C—-C

3 _ 2 2 ! ! ’
(g(X 2X,X7X,1) Cy +— Cy+2C5 —Cy
o (X% X% X, ) GG

On reconnait alors la base canonique de R3[X]. Or les opérations élémentaires ne modifient ni le caractére
libre ni le caractére génératrice. Donc A est libre et génératrice et donc une base de R3[X]. Donc par le
théoreme de la base adaptée a la somme, on en déduit que

’ G est un supplémentaire de F' dans R3[X]. ‘

On a
F:{((Cl Z)E%Q(R)‘dabc}

B {<Z —a—bb—c) € 4> (R) | (a,b,c) 6R3}

:Vect(<(1) 31)7(8 ,11><(1) 31))'

Posons B = (((1) _01> , (8 _11> , ((1) _01>) Posons également B = ((8 ?)) et B = Br U Bg.

Montrons que % est une base de .#5 (R). On a les opérations élémentaires suivantes :

a= (006 1.0 060
AED0DeN0  dcaia

C3<—03+C4

o

o

On reconnait alors la base canonique. Or les opérations élémentaires ne modifient pas le caractere libre et
générateur d’une famille. Donc A est libre et génératrice dans .#5 (R). Donc % est une base de .#> (R).
De plus, ZF est une sous-famille de & et est donc libre. Or elle engendre F' et forme donc une base de F'.

Puisque (8 (1)) # 09, on en déduit que Hg est libre et génératrice dans G donc forme une base de G.

Par conséquent, d’apres le théoreme de la base adaptée a la somme, on en déduit que

G est un supplémentaire de F.
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