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Correction de 'exercice de Révision
Noe€l 06 - Analyse asymptotique

Solution de ’exercice 1

1. On sait que
T '1’2 ’ 3
o = ltot o+ +o(a?).
_ z2 a3 3
Posons u(x) =Tt 5+ T o (x%). Alors,

cos (e%) =, cos (14 u(z))
= cos(1)cos (u(x)) — sin(1) sin (u(z)) .

z—0

Or cos (u) = 1- w1 0(u?) et sin (u) =, u- w1 0(u*). Donc
u uU—

2

cos (1 + u) =, cos(1) cos (u) —sin(1) sin (u) = cos(1) —sin(l)u—cos(l)u—+sin(1)u—+0 (us) :

u— u—0

2
De plus, on a

o u(x) — 0.

e Puis

o Comme u(x) ~, & on en déduit que u(z)?

~ 23 et donc
r— 0

T—

u(z)® = 2*+o (ZES) :

z—0
o Et enfin, o (u(2)?) = o(z?).
Ainsi,

2

e” = cos(1) —sin(1)u — cos(1)% +sin(1)% + o (u?)

z—0
= cos(1) —sin(l)x — sin(l)% - S.in(l)%3 +o (z3)
—cos(1)% —Cos(l)””—%3 +o (x3)
+sin(1)%  4o(2?)
+o0 (z?)

=, cos(1) — sin(1)x — COS(I);Sm(l)xQ — COSQ(I)x?’ +o(z?).

D’autre part, on a
x

1+xxiox(l—x+x2+o(x2)) miox—x2+m3+0(x3).

Posons v(z) = x — 2* + 2® 4+ o (2%). On sait que tan(v) =, vt % + o0 (v3). Or
v—>

z—0
¥
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o v(x) — 0.

3

o Comme v(z) ~ x,alors v(z)® ~ 23 et donc

z—0 z—0
3 _ .3 3
v(x) = —|—0<£L‘ >
. 3y _ 3
Enfin, o (v(x)?) = o (z%)
Ainsi,
tan (1 - x) = () — Y 4o (v(x)?)
= z—a* +1* +o(2?)
z—0 5
—L 4o(z?)
+o0 (23)
Iiox—xQ—%% + o (23)
Finalement,
fla) = cos(e”) +atan ()
x) = cos (e atan
1+z
B , cos(1) +sin(1) , cos(1) , 5 , 228 5
Izocos(l)—sm(l)x— 5 2= — $+0(x)+a$—a:ﬂ +a?+o(as)
1 in(1 2 1
=, cos(1) + (a —sin(1)) x — (COS( ) ;Sln( ) + a) 7% + (; - 0082( )> z® 4o (113) :
Conclusion,
B _ cos(1) + sin(1) 5 2a cos(1l)) 4 3
f(.r)xzocos(l)—i—(a—sm(l))aj—< 5 +a|x+ 35 )¢ +0(a:).

2. Par la question précédente, pour que 0 soit un extremum (condition nécessaire) il faut que
a—sin(1) = 0. i.e.

a = sin(1).

Dans ce cas, on a

cos(1) + sin(1) 2sin(1)  cos(1)

fla) = cos(1) - < : +sin(1)> 22 + ( ; : >x3 +0(2")

~ cos(1) — cos(1) + 38111(1)3:2 N 4sin(1) — 3COS<1)1’3 to (9:3) .
z—0 2 6

En tronquant a l'ordre 2, on obtient que

() = cos(1) — cos(1) + SSin(l)xQ ‘o (xz) '

x—0 2

On obtient alors la condition suffisante : puisque %jsm(l) > 0, que f(x)—cos(l) = f(z) —
f(O) ~ _cos(1)+23sin(1)

z—0
en déduit que au voisinage de 0, f(z) < cos(1) = f(0). Conclusion, dans ce cas,

2?2 et que deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré, on

si a = sin(1), alors 0 est un maximum local de f.

2/
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3. La fonction z — cos (e*) est définie et méme % sur R. D’autre part, pour tout = € |—1; +o0],

on a
s x s s 7
—— < < = & —l4+z)-<rx<-(1+2z carx+1>0
2 142 2 (1+2) 2 2 (1+2) +
r(l1+3)>—3
N
& i car ~ > 1
r> -5 2
Posons m = min (24%, 55 1) > 0. Alors pour tout = > m, iz € }—g; %[ et donc tan (Hix)
est bien définie et méme € sur I = ]—m; +o0o[ qui est bien un voisinage de 0. Donc f’ existe et

est méme 62 sur I donc par le théoréme de Taylor-Young, f' admet un développement limité
a lordre 2 en 0, il existe (ag, a1, as) € R3 tel que

f'(x) =, o+ mz+ asx? + 0 (x2) .

Or f est une primitive de f sur I, donc par le théoréme de primitivation des développements
limités,
_ ay o a2 3 3
f(x) :B:Of(O)—i-aox—i- AR +0<x )
Or par la question précédente,
cos(1l) +3sin(1) , 4sin(1) — 3cos(1)

f(x) =, cos(1) — 5 r° 4 5 3 +o (xg) :

Donc par unicité du développement limité, on a

f(0) = cos(1) OK

ap = 0
u - _%j’sm(l) < a; = — (cos(1) + 3sin(1))
az — dsin()-Beosl) oy ) — dsin)-Beos(l)
Conclusion,
4sin(1) — 3 1
f'(x) =~ (cos(1) + 3sin(1l)) z + sin(1) 5 cos( )332 t+o (932) '




