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Correction de 'exercice de Révision
Noé€l 09 - Equation différentielle

Solution de I’exercice 1 Puisque 2z — 0, on obtient que
T—

‘ 8x3  322° 5
2+51n(2x)mio2+2x—?+ 120 —l—o(m)
423 8P 5
xi02+21’—?+%+0(l’)
o3 4ad 5
S22t +o(a?).
Posonsf:x»%m. On a alors
1 1 1
x) = - = - 5
T G 02— B (@)
On sait que - = 1- u+u? —u? +ut —u® + o (u?). Posons u(z) = T 227 122 4 5 (25). Alors,
u—r T—

o u(z) 3 0.

e De plus,
$3 CES 173 $5
u(z)? — (l’— 274—217)+0(x5)> (x— 27 —1—275 +0(x5)>
2 _ 2z% 5
7 234 +o (z°)
—% +o(2”)
+o (x°)
2 4zt 5
T to (z°) .
o Puis,

0! (o= 5 4 0le?) (1 5 )

mmg —% +o0 (25)

2 4o (2P)
+o0 (2°)
— 23 — 225 4 0 (2°) .

z—0

e Et encore,

4 T 5 T 5
u(x) m(x —?—l-O(ZB )) (1’ —?—l-O(ZB ))

— 2t to (x5) .
x—0

« Puisque u(z) ~ =, alors u(x)® ~, x5 et donc

u(z)® —3 " + o0 <x5) :

¥e
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 Enfin, o (u(z)®) =0 (z°)
Ainsi,
fl@) =, T (1 —u(z) +v*(z) — ud(z) + u'(z) — u’(z) + o (u(z)?))
= t(l-= —1—% —% +o (x°)
+22 — 4 +o (x°)
—a? +22°  +o ()
+at +o ()
—z°  +o(xd)
+o (%)
= %(1—x+m2—§—§+ 132 +0(x5))
z—0
Conclusion,
1 1 x?2 2 2t 13a° 5
2 + sin (2x) 502 2 ?_E_g_'— 30 —|—0<x )

Solution de I’exercice 2 On considere I'équation
(E) Vz € R, y'(x) + y(x) = cos(z).

Les fonctions a :  +— 1 et b : x — cos(z) sont continues donc par le théoreme de Cauchy, (F) admet
des solutions. L’équation homogene associée est donnée par

(Ep) Vr € R, y'(z) +y(z) = 0.

Soit a : x — 1. La fonction a est continue sur R donc admet des primitives dont 1'une est donnée
par A : x — x. Ainsi, 'ensemble des solutions de (Ej) est donné par

yEO:{R%R

R — R
z — (Ce™® '

CER}zVect( ,m
T e

Procédons maintenant a la méthode de variation de la constante. Soient y une fonction dérivable
sur R et yo :  — e~ . La fonction yy ne s’annule pas, on pose donc \ : z > ;)(?). La fonction A
est donc bien définie et méme dérivable sur R comme quotient de fonctions qui ﬁe sont et dont le
dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a y = Ay et donc

y solution de (F)
& VrzeR, N(z)yo(x) + M) yp(x) + A(z)yo(x) = cos(x)
=0 car yo € S,
& VzeR, N(x)yo(z) = cos(z)

& Vz € R, N(z) = cos(x) = cos(z) " car yo(z) =e * #0
Yo()
iz —ix (1+4)x (1—4)x
& Vx € R, N(z) = e—|—2e e 5 48 5 par la formule d’Euler
e(1+i)az e(l—i)a}
& AC € R, Vz € R, Ax) = + +C.
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Or pour tout z € R,

e(lHi)z N =0z e (1 —4) 4 (1707 (1 4 )
2(1+4)  2(1—1) 2(1+1)
N ei:v + e—iar —q eiz +3 ei:v N eiac + e—ix .eix _ e—iac
1 +C=e ( —1 1 )

_ o fcos(x)  2isin(z)
“ )

=€

2 T
» cos(z) + sin(x)
2

=e
D’ou,

» cos(x) + sin(x)
2

y solution de (F) & JC e R, Vx € R, AMz)=e +C

» cos(z) + sin(z)
2

& AC € R, Vz € R, y(x) = Ma)yo(z) = +Cle™”

cos(x) + sin(z)

& JC € R, Vx € R, y(x) = 5

+Ce™™.

Il était aussi possible de cherche une solution particuliére directement de la forme x +— acos(z) +
bsin(z).
Finalement, I’ensemble des solutions de (E) est donné par

R - R
yE:{ r = COS($)+Sin($)+Ce_I ‘CER}

2




