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Corrigé - Banque PT - Maths A - 2023
Version pour juniors

Le sujet est composé de 2 exercices indépendants.

Exercice 1 : Matrices unipotentes

a
On consideére 'ensemble A des matrices de .3 (R) de la forme N = 0
0

m © O o

0

0

0
considére également ’ensemble U des matrices dites unipotentes de .45 (R) qui
N € N et I est la matrice identité de .#5 (R).

1 b
Autrement dit U € U s'il existe (a,b,c) € R3 tel que U = | 0 c
0 1

=l

1. Etude d’une matrice semblable a une matrice unipotente.

On considere les matrices

-1 -2 4 1 2 0
A= 0 -1 2 et B=101 -2
-2 -2 5 0 0 1

(a) Calculons les racines de P(X) = det (X1 — A). Par définition, on a,
P(X) =det(XI— A)

, ot (a,b,c) € R3. On

écrivent U = I + N, ol

1 00 -1 -2 4
=det{ X0 1 O)—-{ 0O -1 2
0 01 -2 -2 5
X+1 2 —4
= 0 X+1 =2
2 2 X -5
X-1 2 —4
=X-1 X+1 =2 Ci <+ Ci+Ca+C3
X-1 2 X -5
1 2 —4
—(X-1)1 X+1 -2
1 2 X -5
1 2 —4
—(X-10 X-1 2 ?:?:ﬁl
0 0 X-1 S
= (X —1)(X —1) car la matrice est triangulaire.

Ainsi, P(X) = (X —1)>. Conclusion, ’ensemble des racines de P est donné par
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(b) Montrons que A n’est pas semblable & I en procédant par 'absurde. Supposons que A est
semblable & la matrice I. Par définition, il existe alors P € GL3 (R) telle que

A= PIP !

Par suite, on a directement, A = PP~! = I. Ce dernier résultat étant faux, on en conclut que

La matrice A n’est pas semblable & la matrice identité I.

(¢) Soit A € R une racine de P. Par la question on a A = 1. Calculons donc E; = Ker (A —I).

T
Soit X = |y| € R3. On a les équivalences suivantes :
z
X eKer(A—-1) & (A-I)X =03,
-2 =2 14 T
& 0o -2 2 y| =031
-2 -2 4 z
—2x—2y+42=0
& —2y+22=0
—2x—2y+42=0
—2rx —2y+42=0
& o Y+ car Ly = L,
—2y+22=0
Ly =14
9y =
=4 {IL’ Tty z L+ —%Ll
y—=z= Lo + —%LQ
r=—-y+2z2=—2+22==2
=4
y==z
z 1
& X=|z| =2]1
z 1
Conclusion,
Ey=Ker(A—1)=Vect| |1
2 T
(d) Résolvons I'équation (A—I1)X = | 2 ). Soit X = | y | € #4351 (R). On a les équivalences
2 z
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suivantes :
2 -2 -2 4 T 2
A-1)X=|2 & 0 -2 2 y =12
2 -2 4 z 2
—2x—2y+4z=2
& —2y+2z2=2
—2x —2y+4z =2
—2x — 2 4z =2
& o y+ ez car Ly = L
—2y+2z=2
+y—2z=-1 ~1
o TH+y—2z= L1+ %Ll
y_z—_ LQ%—éLQ
{ =—1l—-y+2z2=—-1—-2414+22=2
= 1
-

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

z
S = z—1| e (R)|z€eR
z

(e) On note f l’endomorphisme canoniquement associé & la matrice A. Déterminons trois vecteurs

1
de R3 e, e3 et e3 tels que f (e1) = e1, f (e2) = 2e1+ez et f(e3) = —2ex+e3. Posons e; = | 1
1
0
et e = | —1 |. Par la question |[l.cjon a e; € Ej i.e. f(e1) = e1. De plus par la question |1.d
0
2
flea) —ea=12] =2e & f(e2) = 2e1 + ea.
2
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x
Enfin, posons e3 = | vy | € #5,1 (R). Comme précédemment, on a les équivalences suivantes :
z
0
f(e3) = —2ex+e3 = Aes3 = -2 —1 | +e3
0
0
(A - I) €3 = 2
0
-2 -2 4 x 0
= 0o -2 2 y|l=12
-2 4 z 0

—2x—2y+42=0
—2y+2z=2
—2x—2y+42=0

{x—i—y 9% — 0 car Ly = L
=

Ll(——lLl
y—z-— L2<——*L2
r=—y+2z=—24+1+4+2z=2+1
=
y=z—1
z+1
& X=1|z-1
z
1
Fixons pour z =0, e3 = | —1 |, alors on a bien f (e3) = —2es + e3. Conclusion, pour
0
1 0 1
e1=111], e=1] -1 et es=|—-1],
1 0 0

on a bien f(e1) = ey, f(e2) =2e1 + ez et f(e3) = —2e2 + e3.
Montrons qu’il existe P une matrice telle que A = PBP~!. Posons % = (e1,e2,¢e3), € la base
canonique de R? et P = maty (£). On a

1 0 1
P=(1 -1 -1
1 0 0
Or
1 1 , N
det (P) = (—1) 10 en développant par rapport & Co

Puisque det (P),, eq0, alors P est inversible et donc  est une base de R3. De plus, par la question
précédente, f (e1) = e1, f(e2) =2e1 + ez et f(e3) = —2e9 + e3. Ainsi,

1 2 0
matz (f)=(0 1 -2 | =08.
0 0 1

4/
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Or f est canoniquement associé a A : A = maty (f). Donc par la formule de changement de base
on obtient A = PBP~!. Conclusion,

1 0 1
avecP=[1 -1 —-1]|, ona A=PBP !
1 0 0

2. Etude de V.
(a) Montrons que AV est un sous-espace vectoriel de .#3 (R) et précisons sa dimension. Par définition,
ona
0 a b
N = 00 c|esR)](abc)cR?
0 00
D’ou
010 0 01 0 00
N=Lal0 0 0|+b[0 0 0]+cl[0 0 1]ec.#®R)|(abec)cR?
0 00 0 00 0 00
010 0 01 0 00
= Vect 00O0},{O0OO0O0]),{0 01
0 00 0 00 0 00
-

L’espace N est bien inclus par définition dans .3 (R) et en tant qu’espace engendré, on en déduit
que

N est un sous-espace vectoriel de .5 (R) . ‘

De plus, la famille s est libre en tant que sous-famille de la base canonique de .#5 (R) et
engendre N. Conclusion,

010 0 01 0 00
By = 0 00),{00O0O},{O0O 01 est une base de N.
0 0 0 0 0 0 0 0 0

On en déduit également que

| dim (\) = Card (By) = 3. |

(b) Montrons que A est stable par produit. Soit (N, M) € N?2. Montrons que NM € N. Par
définition, il existe (a,b,c,a’,b',c’) € RO tel que

0 a b 0 o« v
N=(o0oo0¢), MmM=[0 o0 ¢
0 0 0 0 0 O
Par suite,
0 a b 0 d b 0 0 ac
NM=|0 0 ¢ 00 d)=[00 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
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0
En posant a” = 0, v = ac’ et ¢’ = 0, on obtient bien NM = | 0 d" | avec a”’, b’ et '
0

trois réels. Donc NM € N. Conclusion,

’./\/ est stable par produit.

0 a b
(c) Soit N=[0 0 ¢ | €N avec (a,b,c) € R3. Alors,

0 0 0

0 0 ac
N2=10 0 0 | puis N3=0s.
00 0
Conclusion,
VN €N, N°=0s.
3. Etude de U.

(a)

Montrons que U n’est pas un sous-espace vectoriel de .#5 (R). Procédons par 1’absurde et sup-
posons que U soit un sous-espace vectoriel de .#3 (R). Nécessairement, 03 € U. Donc il existe
N € N tel que 03 = I + N. Donc N = —I. En particulier, N3 = —I # 03 ce qui contredit le
résultat de la question précédente. Conclusion,

U n’est pas un sous-espace vectoriel de .Z3 (R). ‘

Montrons que U est stable par produit. Soit (U, V) € U?. Alors il existe (N, M) € N? tel que
U=I1+NetV =1+ M. Par suite,

UV =(I+N)(I+M)=I+N+M+NM.
Or par la question précédente, puisque (N, M) € N2, NM € N. De plus, N est un espace

vectoriel donc stable par addition. Donc P = N + M + NM € N. Dés lors, UV = I + P, avec
P e N.Donc UV € U. Conclusion,

‘Z/I est stable par produit. ‘

Montrons que U C GL3 (R). Soit U € U. Montrons que U est inversible. Par définition, il existe

1 a b
N € N tel que U = I + N. Donc il existe (a,b,c) € R3 tel que U = | 0 1 ¢ |. La matrice
0 0 1

U étant triangulaire sans coefficient nul sur la diagonale, on en déduit que U est inversible.
Conclusion,

U C GLs (R).|

4. Soient U € U et N € N telles que U = I + N. Pour tout a € R, on définit la matrice U® par

(a—1)

U =T74+aN+2 5 N2,

On prendra garde au fait que U(® est une notation : il ne s’agit pas d’une puissance. Nous allons
montrer dans la suite que cette notation est cohérente avec celle connue pour les puissances.

/19
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0 2 0
(a) Calculons B(® pour tout @ € R. Posons N = [ 0 0 —2 |. Alors, on a bien N € A et
00 0
B =1+ N. Donc on a bien B € Y. Des lors, pour tout € R, on a
afa—1) 1 00 0 2 0 ala—1) 0 0 —4
B(a>:l+aN+TN2: 01 0)+al0 0 -2 5 00 0
0 01 0 0 O 00 0
Conclusion,
1 2a a(a—1)/2
VaeR, B@®=[0 1 —2a
0 0 1

(b) Montrons que pour tout a € R, U@ € . Par la question N est stable par produit donc
N? € N. Puis par la question N est stable par combinaisons linéaires, donc pour tout o € R,
N, = aN + wNz e N. Ainsi, pour tout a € R, U® = J + N, avec N, € . Conclusion,

Va € R, U@ ey,

(c) Montrons que pour tout («, ) € R U@UB) = ylath) e (U(O‘)>(6) = U@P) Soit (o, B) € R2.
On a

U@y®) = (I +aN + O‘(O‘;l)N?) (I + BN + W{”m)

:1+ﬁN+wN2+aN+aﬁN2+a

2 2
+a(a—l)N2+a(a—1)BN3+a(a—1)B(/B—1)N4.

2 2 2 2

Or par la question on a N = 03 et donc N* = 03. Ainsi,

L A L
:I+(a+B)N+52+2a6+2a2—5—aN2

:I+(a+B)N+(a+B)2;(a+5)N2

(a+p)(a+B-1)
2

=I+(a+pB)N+ N2

= ylots),
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D’autre part, U@ =T+ N, avec Ny = aN + a(a alazl) p2 € N. Donc

(U =1+ 8N, + 6(52_”1\73
=TI+ afN + a(o‘;l)ﬁw
VD (st D (200 )
=1+aBN+ O‘(O‘Q_I)BNQ + 6(52—1)a2N2 + 03
:I—i—aﬁN—l—a—f(a—l—i—a(ﬁ—l))Nz
=TI+ aBN + O‘B@f—l)z\ﬂ

= ylad)

Conclusion,

U@ B) — rla+h) o (U(cw)(ﬂ) _ leB).

Montrons que pour tout n € N*, U™ = U™. Procédons par récurrence. Posons pour tout n € N*,
P(n): « UM =Un»

Initialisation. Sin = 1, alors UM =T +1 x N + (1 W-DN2 = 4 N =U = U. Donc P(1) est
vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que &(n) = Z(n+ 1). Supposons & (n) vraie et montrons
que Z(n + 1) lest aussi. On a

gt — gy par la question précédente avec a =net 3 =1
=U"U par hypothese de récurrence et l'initialisation
= Ut

Donc Z(n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

VneN*, U™ =y

Montrons & nouveau que U™ = U™ par la formule du bindme de Newton. Soit n > 2. Puisque
I et N commutent, on a par la formule du binéme de Newton,

U =(+N)"

5 ()
£()

M= ”MS

Il
Il
o
/_\

car n > 2 et pour tout k > 3, N¥ =03

I
o ~ 7
o 3
\_/
= 3
S N—
=
_|_
/\
v
=
[N}
+
o
w
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5.

De plus, par la question précédente, on a déja vu que UM = UL, Enfin, UO =T+ 05 =1 =U"
par définition. Conclusion,

vneN, UM =y

(f) Montrons que U"D =U~!, On a

vut-h = yMyn par la question précédente
=py0-b par la question d.d avec a =1 et 8 = —1

Conclusion, on retrouve que U est inversible et on observe que

vl =uth.

(a) Analyse. Cherchons C € .3 (R) telle que C? = B. Autrement dit il nous faudrait B « a la

puissance 1/2 ». Cela n’est pas définit, mais on peut calculer cependant B1/2) Par la question

11 (1/2)(3-1)/2 11 -4
BYY=(0 1 ~1 ={0 1 -1
00 1 00 1
11 -3
Synthése. Posons C = BM/2) =0 1 -1 | el (par la question {4.b)). Alors, par la question
00 1

d.d
c?=c® = (B(1/2))(2) = BW par la question

Donc par la question on obtient bien C? = B! = B. Ainsi, en posant

1
8
C =BW/?2 = —1 |, on a bien C? = B.

S O =
O = =

1

Cependant,

‘la matrice C' n’est pas unique.

En effet, on observe que —C # C' et pourtant (—C’)2 =(C?=B.

(b) Posons D = PCP~L. Alors, D € .5 (R) et

D? = (PCP")? = PCP™'PCP = PC*P~' = PBP™'  par la question précédente
=A par la question [L.]]

Conclusion,

| D = PCP~! vérifie D* = A.|

Exercice 2 : Probabilités

Cet exercice comporte trois parties. Les parties 2 et 3 sont indépendantes.

Un jeu consiste a lancer un ballon dans un panier. On suppose que la probabilité de réussir le panier est
p € ]0; 1] et que les lancers sont indépendants. On note ¢ = 1 — p.

9/i9
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Partie 1 : Etude du jeu de lancer

1. On note T le nombre de lancers nécessaires pour réussir un panier pour la premiere fois. On note pour
tout k € N*, X}, la variable aléatoire valant 1 si le panier k est réussi et 0 sinon.

(a)

Soit k € N*. Précisons la loi de Xj. On observe que 'univers image X} (Q2) = {0;1}. Donc Xj
suit nécessairement une loi de Bernoulli. Son parametre vaut P (X = 1) = p. Conclusion,

VEEN', X~ Z(p).]

Soit n € N*. Exprimons (7' = n) a l'aide des Xj. L’éveénement (7" = n) correspond a ’événement
le premier panier est obtenu au lancer n. Donc les n — 1 premiers lancers échouent tandis que le
lancer n réussi. Ainsi,

\VneN*, (T:n):(Xlzo,...,XHzo,anl).\

Déterminons la loi de T'. Il est possible de réussir un panier dés le premier lancer comme il est
possible d’échouer durant n — 1 lancer et de réussir son n-iéme lancer pour n’importe quel n.
Donc l'univers image de T est T (2) = N*. De plus par la question précédente, pour tout n > 2,

P(T=n)=P(X;=0,...,X01=0,X,=1)
= H P(Xp=0)xP(X,=1) car les X; sont indépendants

k=
=1-p"'p car X; ~ B(p).

Le résultat reste vrai si n = 1. Conclusion,

T(Q):N*7 VHEN*,P(T:n):p(l_p)n—l.

On appelle cette loi, la loi géométrique de parametre p, cf cours de deuxiéme année.

2. On effectue une infinité de lancers. Calculons la probabilité de réussir au moins un panier. La question
est bizarre, puisque T est une variable aléatoire, la somme des issues fait forcément 1... ou alors il
aurait fallu définir une valeur de T lorsque 'on échoue infiniment. Calculons malgré tout. Notons A
I’événement « réussir au moins un panier ». Pour réussir au moins un panier, il faut avoir réussi un
premier panier au premier lancer ou au deuxiéme ou au troisieéme etc. On a donc

A= (T <o0)= || (T'=n).
neN*

L’union étant disjointe, on a

P(A) =) P(T=n).
n=1

Posons pour tout n € N*, u,, =P(T'=n) =p(1 — p)"_l. Alors la série Z Uy, est une série géomé-

neN*
trique de raison 1 —p et |1 —p| =1 — p < 1. Donc la série converge et
U, =pY (1=p)"  =p) (1-p =px ———=px-=1
n=1 n=1 n=0 1- (1 - p) p

Ainsi,

+oo

P(A)=P(T <o0)=>» P(T=n)=1.

n=1

Conclusion,

‘la probabilité de réussir au moins un panier est de 1.

10/[19)
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3. L’organisateur du jeu ne connait pas la valeur de p et souhaite en connaitre une valeur apporchée.
Pour cela il observe N € N* lancers et note le nombre Sy de paniers réussis.

(a) Précisons la loi de Sy. On effectue une série d’expériences de Bernoulli (deux issues : marquer
ou non un panier) de méme parameétre p et de fagon indépendante (lancers indépendants) et ce,
pendant N lancers. Conclusion,

(b) Soit h : p+ p(1 —p) = p— p?. La fonction h est bien définie et méme dérivable sur [0;1] et
Vp e [0;1], h'(p)=1-2p.

Donc pour p € [0;1], h'(p) 20 < 12>2p < p< L. Orh(0)=h(1) =0et h(3) = 1. Ainsi,

x 0 : 1
1 (p) + 0 -
1
1
0 0

D’olt pour tout p € [0;1], h(p) < 3. Conclusion,

1

vpelotf, p(l—p) <
(¢) Soit € > 0. Montrons que IP’( Sy —p’ > 5 < 4 (N, p),
alors E (Sy) = Np. Donc par linéarité, E (SWN) ]E(SN = % = p. Dés lors, par 'inégalité de

Bieaymé-Tchebychev,

(5 2o (-2 (3)pe) <

N N N

car la variance est quadratique

car Sy ~ %A (N,p)

par la question précédente.

Conclusion,

SN ) 1
— < — .
ve>0, P(N p‘ T 4N g2

Partie 2 : Un deuxiéme jeu

Le joueur met une piece de 1 euro dans un sac a chaque lancer du ballon. Une fois le panier réussi,
l'organisateur organise un deuxieme jeu :

o L’organisateur enleve une piece de 1 euro, qu’il garde pour lui, et la remplace par une piece noire qui
donne droit a M > 2 euros.

e Le joueur tire une piece du sac.

11/19
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e L’organisateur conserve les autres pieces du sac.

On rappelle que la variable T a été définie a la question 1.

4. On suppose dans cette question que n € N* et I"événement (7' = n) est réalisé : il y a donc n pieces
dans le sac : n — 1 pieces de 1 euro et la piece noire.

On note G, la variable aléatoire égale au gain, éventuellement négatif, de ’organisateur.

(a) Justifions que G,, () = {n — M,n — 1} puis donnons la loi de G,,. Lorsque (T = n) est réalisé,
le jeu posséde deux issues distinctes :

o le joueur tire la piece noire. Dans ce cas, 'organisateur a investi M —1 euros (car il a récupéré
une piece de 1 euro en échange de sa piéce noire) et récupéré a la fin les n — 1 piece de 1
euro. Au total son gain est dans ce cas de G, =n—1— (M —1) =n— M.

e second cas, le joueur tire une piece a 1 euro. L’organisateur a toujours investi M — 1 euros
mais récupere cette fois n — 2 pieces a 1 euro et la piece noire. Son gain est alors de G, =
n—24+M-(M-1)=n—1.

On obtient donc bien Gy, (©2) = {n — M,n — 1}. Donnons maintenant la loi de Gy, i.e. les proba-
bilités de chaque issue. Pour réaliser le premier cas, il faut que le joueur obtienne la piece noire.
Le tirage étant uniforme parmi les n pieces possibles, on a P(G,, =n — M) = % De méme (ou
en tant qu'événement complémentaire) P (G, =n — 1) = “=1. Conclusion,

G,()={n—-Mn-1}, P(G,=n—M)=—, P(ann—l):n_l

1
n n

(b) Calculons 'espérance de G,,. Par définition et la question précédente, on a

E(Gn)=n—M)P(Gr=n—-—M)+(n—-1)P(G,=n—-1)
71—]\44_(71—1)2

n n
_ n—n+1-M
= ” .
Conclusion,
2
n“—-n+1—M
E(Gn): n

5. Déterminons la nature et la somme totale si possible de Z na" L.

n>1

Posons pour tout n € N*, u,, = nz"~!. Premier cas, —1 < z < 1. Alors, par croissance comparée

n2u, = n’z" 'n = +o00.
—

1
Unp, = o —5 -
n—-+4oo n

1 . . - .
Or Z — est a termes positifs et converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Donc
n=1
Z uy, converge absolument et donc converge.
n>1

Autrement dit,

12/19
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Deuxiéme cas, ¢ < —1 ou z > 1. Alors, lim wu, = 4o00. Donc la série E uy, diverge grossierement
n—-—+0oo
+ n=1
et donc diverge. Conclusion,

Z nz™! converge si et seulement si z € |—1;1[.
n=>1

Calculons maintenant sa somme totale sur |—1;1[. Posons pour tout N € N* et tout z € |—1; 1],

N
An(z) = Z nz" 1.
n=1

On observe qu’'une primitive de Ay est donnée sur |—1, 1] par

N
Vx € ]-1;1], Bpn(z) = Zx”
n=1

On reconnait une somme géométrique de raison x € |—1;1[. Donc

1— 2N x — Nt

Ve el]-1;1], By(z)==z =

1—=x 1—z

Donc

Ve e]-1;1[, An(z)= By(z) = (1*(N+1)$N) (1—x) fx(l—;cN) (-1)

(1-a)
=N+ A —a)+ 2 (1—2V)
N (1-2)* '
En passant a la limite quand N — 400, on a, par croissance comparée, (N + 1)xN N—+> 0 et
—+oo
N — 0. Ainsi,
N—+00
+o00o
1-— 1
Vo € ]-1;1], an"_lz ( x)—l—QzL‘: 5
=1 (1—=2) (1—x)
Conclusion,
+00 1
Vo e ]-1;1], Z ng" = ———.
n=1 (1 - J")
$n71
On admet dans la suite que Z converge sur [—1;1[ et
n>1
+00 _n—1
x In(1—x)
Ve e [-1;1[\ {0 = — .
rel-LIN ), YT :

n=1
On pourra utiliser ces résultats dans les calculs des questions suivantes.

6. On note A I’événement « tirer la piéce noire ».

(a) Soit n € N*. Exprimons P(r_y) (4).
Si (T = n) est réalisé, cela signifie que le sac contient n — 1 pieces de 1 euros et la piéce noire.
Le tirage étant uniforme parmi toutes les piéces, on obtient directement,

1
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(b) Calculons P (A). Puisque (T' = n), . forme un systéme complet d’événements, par la formule
des probabilités totales, on a

= —P (T =n) par la question précédente

p(1—p)"t par la question

Posons . =1 —p € |0; 1[ C |—1; 1]. Alors, par le résultat donné en question |5., la série converge
bien et on obtient

A) = :
P(4) P,
Conclusion,
P(A):pln<1>.
q p

7. On note G la variable aléatoire égale au gain, éventuellement négatif, de l'organisateur apres ce
deuxieme jeu.

(a) Puisque (T'=n),, forme un systeme complet d’événements, on sait qu'un et un seul des éve-
nements (T =n) et réalisé. Conditionnellement & cet événement, on a G = G,,. Donc par la
question G peut prendre les valeurs n — M et n — 1. Ceci est vrai pour tout n > 1 et ce sont
les seules valeurs possibles de G. Donc

G(Q)={n-MneN}U{n—-1neN}=][1-M;+oo[U[0; +oo].

Or M > 2 donc 1 — M < —1 Conclusion,

GO ={keZ k>1-M}|

(b) Soient n € N* et k € G (). Déterminons P(r—,) (G = k).
Sachant (T' = n) réalisé, le gain G de l'organisateur est alors donné par G,, : G = Gy,. On obtient

donc
Pir=n) (G = k) =P(r=n) (Gn = k) =P (G = k).

Conclusion, par la question

”T_l sik=n-1
0 sinon.

(c) Déduisons-en la loi de G. Soit k € G (£2). Puisque (T' = n),, .. forme un systeme complet d’éve-
nements, par la formule des probabilités totales,

+oo
P(G=k)=> Pug_p (G=kP(T=n)

n=1

+o0o
= Pren) (G=k)p(1- )"t par la question [I.d
n=1
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Premier cas, 1 — M < k < 0. Alors, k ne pourra pas étre égal a n—1 et par la question précédente,
P(r—pny (G = k) sera non nul uniquement pour k =n — M i.e. n =k + M. On obtient donc dans
ce cas,

1
1 — p)etM-1 _ ket M—1
k:~|—Mp( p) k+ !

Deuxiéme cas, k > 0, alors P(7—,) (G = k) sera non nul pour k =n — M i.e. n =k + M et pour
k=n—11ie. n=k+ 1. On obtient dans ce cas, toujours par la question précédente,

P(G=k)=

1 k+1—1
P(G=k)= —pgttM-1 X"~ ",k
( U v Ty M

Conclusion, la loi de G est donnée par G () ={k € Z,k>1— M} et

1
k k+M—1 .
pq” + pq sik>0
VEeG(Q), P(G=k =4kl HﬁiM

mpq sinon.

8. Calcul de I'espérance de G.

(a)

Montrons que la série de terme général u, = E (G,,) P (1" = n) converge.
Pour tout n € N*, par ce qui précede, on a
n®—n+1-M

Up = pq
n

n—1

Or g € |-1;1] donc

: )
n—1
u ~ n = o .
n7%$+m> Pq n—-+oo (n2

1
La série Z —5 converge absolument en tant que série de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc
neN*
par le théoreme de comparaison des séries, on en déduit que Z uy, converge absolument. La

neN*
convergence absolue impliquant la convergence, on conclut que

Z E(G,)P(T =n) converge.
neN*

On admet qu’alors G admet une espérance et
+00

E(G)=> E(Gn)P(T'=n).
n=1

Calculons E (G).
Par les questions [I.d et [.b] on a

n=1 n
. n—1 qn_l . A n—1
De plus par la question |5. an , Z converge car ¢ € |—1;1[. De méme Zq
n=1 n=1 n=1

converge en tant que série géométrique de raison ¢ € |—1;1[. Il est donc possible de séparer la
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somme :
+00 +oo +ooqn_1
E(G)=p<znq”‘1—Zq"‘1+(1—M)Z - )
n=1 n=1 n=1
1 1 In(1-—
=p 5 — _<1_M)M
(1-¢~ 1l-g¢ q
1 p
=—-—14+(1—-M)=1In(p).
’ ( )q (p)
Conclusion,
I—p p
E(G)=——+(M-1 In(p).
@=L+ (1= )

2
9. Voici un extrait de la courbe représentative de la fonction ¢ : p — (1%’) NE)
P

— |

0 T T Lo T T | T T L T i T T T T

028 020 03 031 032 033 034 035 030 037 038 03¢ 04 041 042 043 044 045 040 04 048 040 05

On dira que le jeu est rentable pour 'organisateur lorsque son espérance de gain est positive. Dans
les questions suivantes, on justifiera les résultats obtenus.

(a) Montrons que E (G) >0 = ¥(p) > M — 1.
Par la question précédente, on a

1_
EG)>0 o T”+(M—1)1f In(p) >0
1—p P % <1>
s —>—-(M -1 In =(M-1 In{ -
» ( )1_p (p) = ( )1_p »
N2
& <u> ! >M—1 car i ln(1>>0
p ln(%) 1—-p \p

Conclusion,
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(b) L’organisateur sait que p = 0, 3. Cherchons les valeurs de M pour que le jeu soit rentable. Le jeu
est rentable pour l'organisateur si et seulement si E (G)) > 0,donc par la question précédente si
et seulement si ¥ (p) = M — 1. Puisque p = 0, 3, cela équivaut encore a

M <v(0,3) + 1.
Ce qui nous donne environ par lecture graphique (c’est des maths ¢a 27 ?)
M<6,5+1=7,5.
Conclusion, les valeurs de M pour que le jeu soit rentable sont

M € [2;7,5].

(c) On suppose que M = 8. Cherchons la valeur maximale de p pour que le jeu reste rentable.
Par la question on a

E(G) =0 = vp)=M-1=T1.
Par lecture graphique, on obtient environ (beurk)
» <0,295

Conclusion, la valeur maximale de p pour que le jeu reste rentable est d’environ

Pmax = 07 295.

(d) Cherchons les valeurs de p pour lequel le jeu ne peut pas étre rentable.
Le jeu ne peut pas étre rentable si pour toute valeur de M > 2, on aura 1(p) < M — 1. Donc si

Y(p) < min (M —1) =1

Donc par lecture graphique pour environ

Partie 3 : Une autre estimation du parametre

La partie 1 donne un résultat permettant d’approcher la valeur de p par SWN On prouve dans cette partie
un résultat similaire en utilisant une méthode dite de grandes déviations. On suppose que p € ]0; % [ Pour
A 2 0, on pose

h(A) =1 —p)e P 4perIP) et g(A)=Inh(N).

2
On admet que pour tout A > 0, on a g (\) < )‘7

Soit N € N*. On considere des variables aléatoires X1,..., Xy indépendantes de méme loi de Bernoulli
B (p), et on pose Sy = X1+ -+ Xy et A > 0.

10. (a) Montrons que E (e’\(Xl_p)) = eI,
Par le théoréme de transfert, puisque X; ~ B (p),
E (X)) = e PP (X =0) + PP (X) =1). —e P (1—p)+Py
=h(N).

En tant que somme de deux termes strictement positifs, on observe que h(\) est strictement

positif. Donc
E (e)‘(Xl_P)) — m(h(N) — o9(N)

Conclusion,

E (e)\(X1—P)) — 09N

17/19)



C
N
e Mathématiques PTSI, Maths A 2023 Junior Cor 2023/2024

(b) Montrons que E (e’\(SN*Np)> —e2* Onales égalités entre réels suivantes :
E (e)\(SNpr)) _E (eA(ij:l XkNp)>

- (ex(zﬁzgxk-p)))
N
=E (H e)‘(Xk—P)> )

k=1

Puisque les X}, sont indépendantes, alors les variables aléatoires Yj, = e*(X+~P) sont aussi indé-
pendantes entre elles. Donc

E (eMSn—Np)) — 5 E (erMXe—p))
(v~ e

De plus les X}, sont de méme loi. Donc les Vi, = e MXs~P) aussi sont toutes de méme loi que
eMX1-P) - Aingi,

E (e/\(SN*Np)) = (E (e)‘(xlfp)))]v = (eg(A))N par la question précédente
= V9N
Or on sait que g (\) < ’\72 Donc par croissance de la fonction exponentielle,
E (e/\(SNpr)) — N9 < o A

Conclusion,

E (eA(SN—NP)> <er N

(c) Soit € > 0 et A > 0. Par I'inégalité de Markov, montrons que

N
IF’(SJV—p25> gexp<—N)\5+2/\2).

N
On commence par observer que
SN
P W—p}s =P(Syv—Np>N¢) car N >0
=P(A(Sy —Np) > ANg¢) car A >0
=P (e)‘(SN “NP) > AN E) par croissance de la fonction exponentielle
MSy—N
o E (e Sx p)) par I'inégalité de Markov
- erNe car e*SN=NDP) 5 0et A NE >0
=< e ANe ez N par la question précédente et e”* V¢ > 0.

Conclusion,

Ve>0, VA>0, P(%—p}a) ge—AN”%*Q.

(d) Montrons que P (SWN —p= 5) <exp (-5 €%).
Posons A = € > 0. Alors, par la question précédente, on obtient,

S N N
P(]g_p2€ e NeH3e o2

Conclusion,

82

wlz

S
Ve >0, P(ﬁ—p}a)ﬁe
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(e) On admet que 'on pourrait montrer de maniére similaire que

v orze) <o (-39
Y _plze) < ——&%).
P(N p’/s < exp 25

On souhaite évaluer l'erreur faite en prenant SWN comme valeur approchée de p.

La valeur p est une valeur théorique possiblement inconnue, il est alors possible d’approcher (loi
des grands nombres) cette valeur théorique par une réalisation de SWN (valeur empirique). La
probabilité de commettre une erreur plus grande que ¢ est alors controlée ici par exp (—% 52) ;
terme qui tend bien vers 0 quand N — +o00. En connaissant N (nombre de lancers) et € (précision
exigée) on est capable de majorer la probabilité de commettre une erreur plus grand que . Cette
méthode des grandes déviations est plus intéressante que la précédente majoration si et seulement

si le majorant est plus petit que celui de la partie 1 :

( N 2) 1
(& —_— .
AT ) SN2

Fin du corrigé.
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