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Banque PT - Maths B - 2023
Version pour juniors

Les parties en bleu avec astérisque ont €té ajoutées ou modifiées par rapport sujet initial.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’il le jugent nécéssaire, leurs ré-
ponses avec un dessin.

Le sujet est composé de 4 parties. La partie 4 est indépendante du reste du sujet.

Premieére Partie.

On consideére les matrices :

0 2 -2 00 0 1 2 -2
A=|2 -1 o |;D=[01 0 |;R=-(2 1 2
—2 0 1 00 —1 2 -2 -1

3 2 —4 0 1 1

B=[-2 -1 2 |et@Q=(2 -1 0

1 1 -2 1 0 1

1. (*) Soit r ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice R.

(a)
(b)

Soit Cy, Cq, C3 les trois vecteurs colonnes de R. Montrer que (Cp,Co,C3) est une base ortho-
normée directe de R3.

On admet alors que 7 est une rotation de I'espace d’axe dirigé par un vecteur e; vérifiant r (e7) =
e1 et d’angle 6 défini par 1+ 2cos (6) = Tr (R) et sin (6) de méme signe que det (e1, 7,7 (1)),
pour @ un vecteur quelconque non colinéaire a ej.

Déterminer un vecteur €7 solution et un angle 6 associé.

2. Calculer A; = RDR™! et 'exprimer & l’aide de la matrice A. Les calculs devront figurer sur la copie.

3. Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A et f; celui associé a la matrice A;.

(a)

Démontrer que f; est la composée commutative d’une symétrie s; et d’un projection p; dont
on exprimera les matrices S; et P; dans la base canonique en fonction de R et de deux autres
matrices diagonales a préciser.

La symétrie s; est-elle unique ?

La symétrie s; proposée a la question (a) est-elle orthogonale 7

Justifier a I'aide des résultats précédents que la matrice A est diagonalisable i.e. semblable & une
matrice diagonale. Préeiserses—valeurs—propres-

Justifier que f est la composée de trois transformations simples que I'on précisera.

1
Démontrer que le vecteur | 0 | est un vecteur propre de la matrice B i.e. qu’il existe A € R, tel
1
1 1
que Bl 0] =X[ 0 ]. Préciser .
1 1
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(d) Justifier que la matrice @ est inversible.

(e) Sans calculer Q™ !, ni-le-polynéme-earactéristique-dela-matriee B, démontrer que B = QDQ ™.

(f) Démontrer que les matrices A; et B sont semblables. On mettra en évidence la relation entre ces
deux matrices.

Deuxiéme Partie.

L’espace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé
(0:7.7.F).
Pour (a,b,c) € R3, on consideére la fonction vectorielle fap,c définie de R dans R3 par :
be' +ce™!
vt € R, fa,b,c(t) = 2a —be'
a+cet

On note F' I’ensemble des fonction fq . lorsque (a,b, c) parcourt R3 et Cap,c la courbe correspondante a
I'ensemble des points de 'espace de coordonnées f,p.(t) quand t parcourt R.
Enfin, les matrices B et () sont celles qui ont été définies dans la premiere partie.

1. Démontrer que F' est un espace vectoriel dont on précisera une base et la dimension.
2. Démontrer que tout élément f de F' vérifie
vVt € R, f'(t) = Bf(t)
ou f'(t) désigne la dérivée de la fonction f.
3. Démontrer que toutes les courbes Cg,p . sont planes et qu’il est possible de choisir des plans qui les

contiennent qui soient tous paralléles.

—

4. On considére la base (u, v, w) de R? telle que la matrice de passage de la base (7, 7, Z) a la base
(U, V, W) est la matrice Q.

- —

o
(a) Exprimer chacun des vecteurs @, U et @ en fonction des vecteurs i, j, k.

(b) Justifier qu’une représentation paramétrique de Cq . dans le repere (O; U, U, @) est

X(t)=a
Y (t) = be! ,teR
Z(t) =ce?
P , ) : YZ=bc .
(c) En déduire que chaque courbe Cg . est incluse dans la courbe d’équation x (i.e. une
=aq

hyperbole d’équation Y'C' = be incluse dans le plan X = a).
Troisieme Partie.

L’espace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé

(0:7.7.F).

Dans cette partie, on note C la courbe C; 1,1 définie dans la partie précédente.
z(t) =el+e!

Une représentation paramétrique de C est donc : < y(t) =2 — e ,teR.
2(t)=1+e?

On note M (t) le point de C de parametre t.

2/
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1. Déterminer une représentation paramétrique et des équations cartésiennes de la tangente a C au point
M (In(2)) i.e. la droite passant par M (In(2)) et de vecteur directeur M’ (In(2)).

TldOM
2. Soit T un réel strictement positif. On note L (T') = / T(t) dt 1a longueur de la courbe C entre
0
les points M (0) et M(T).
2
(a) Etablir que pour tout ¢ >0, 2 (e’ — e_t H dOM )H <

(b) En déduire un encadrement de L (T") puis un équivalent de L (T') lorsque T tend vers +oo.

3. Soit ¥ la surface d’équation 2 — (y — 2)? — (z — 1)® = 2 et Q le point de coordonnées (0,2,1).

Pour tout réel «, on note Il le plan d’équation x = a.

(a) Montrer que C C X.
(b) (*) Déterminer une équation du plan tangent en M (In (2)) a X i.e. le plan passant par M (In(2))

2z (In(2))

et de vecteur normal 7 | —2 (y (In(2)) — 2)
—2(z(In(2)) - 2)
(c) Déterminer la nature de la courbe A, = X NI, lorsque |a| > v/2. On précisera ses éléments
caractéristiques.
Qu’en est-il lorsque |a| < /27

(d) (*) Justifier soigneusement que X est 'union de cercle coaxiaux dont on précisera l'axe A.

(e) (%)

xz—(y—2)2:2

z=1

(f) (*) Dessiner l'allure de la courbe d’équations {

(g) Sur la feuille de papier millimétré feurnie (ben non) tracer l'allure de ¥ dans le repeére
(Q; 7, 7, E))
Tl est conseillé d’orienter i vers le haut.

(h) La surface de révolution obtenue en faisant tourner C autour de A est-elle égale a X7
Quatrieme Partie.

L’esggcg affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé
(0; iy ]
On consideére la courbe I' de R? de représentation paramétrique

{:):(t) =e'+et

,tER
y(t) =2—¢

On note A(t) le point de I' de parametre t.

1. Etablir les tableaux de variation des fonctions x et y. On précisera les limites aux bornes.

2. Déterminer la tangente & I' au point A(0) i.e. la droite passant par A(0) et de vecteur directeur

OA'(0).

3. Déterminer les coordonnées du point d’intersection de I' avec ’axe des abscisses et préciser un vecteur
directeur et une équation cartésienne de la tangente a I' en ce point.

4. (*) Déterminer ’équation de I'asymptote a I' lorsque le parametre ¢ tend vers —oc.

3
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* ooy B PR , .
5. (*) Calculer a = tEToo () puis b = 1tl}erooy(t) ax(t) et en déduire qu’au voisinage de +oo, I" admet
une asymptote oblique D dont on précisera I’équation.

Préciser la position relative de I' et D.

6. Dans le repere (O; 7, 7), tracer la courbe I', les tangentes et asymptotes déterminées dans les ques-

tions précédentes.

Unité : 3cm.

rie: Hé non toujours pas.

7. On note B(t) le point de D ayant la méme abscisse que A(t) ot A(t) est le point de I' de parametre t.

(a) Pour tout ¢ € R, calculer la longueur d(t) = A(t)B(t).
(b) Les séries Z d(n) et Z d (In(n)) sont-elles convergentes ?

n=0 n>1
Si oui, préciser leur somme.

(c) On note S la partie du plan incluse entre la restriction de la courbe I' & Ry, la droite D et la
droite d’équation x = 2.
La partie S est-elle d’aire finie 7

Fin de I’épreuve



