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Corrigé - Banque PT - Maths B - 2023
Version pour juniors

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire, leurs
réponses avec un dessin.

Le sujet est composé de 4 parties. La partie 4 est indépendante du reste du sujet.

Premieére Partie.

On consideére les matrices :

0 2 -2 00 0 1 2 -2
A=2 -1 o |;p=|01 0 |;R==[2 1 2
2 0 1 00 -1 2 -2 -1

3 2 —4 0 1 1

B=|-2 -1 2 JetQ=[2 -1 0

1 1 -2 1 0 1

1. Soit r 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice R.

(a) Soit C1, Cq, Cj les trois vecteurs colonnes de R. Montrons que (Ci,Cs,C3) est une base ortho-
normée de R3.
On peut naturellement procéder de différentes facons, en voici une.

o (alculons le déterminant de R. On a les égalités suivantes dans R :

1 1 2 =2
det (R) = 3 2 1 2
2 -2 -1
1
_12 703 g 02%02—201
3 9 _6 3 C3 — Cs+2C,
1 00 1
=32 1 2 gZ:FCQ
2 2 1 3773
1 2 , N
=-3 9 1 en développant par rapport a L
=-3(1—-4)
=9.

En particulier, det (R) # 0 donc R est la matrice de passage entre deux bases, donc
(C1,Cs,C3) est une base de R3.
o Par le point précédent, det (R) > 0 donc la base (C1,Cq, C3) est directe.
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e De plus,
1 1] 1
G =S| [2||| = gVi+4+4=1
2
1 [ 2] 1
ICall =3[ L] =3va+i+a=1
-2
1|72 1
ICsl =3 ][] 2 || =3vA+d+1=1
-1
Donc (C1,Ca,Cs3) est normée.
o Enfin,
1 1] [2] 1
<Cl,02>:* 21,11 :*(2+2—4):O
9 9
_2_ __2_
1 11 [-2] 1
<01,C'3>:* 21,1 2 :7(_2_'_4_2):0
9 9
_2_ __1_
1 [ 2 —2 1
(Cq,C3) = = 1], 2 =—(-442+2)=0.
9 _9 1 9

D’ou (C1,Cs, C3) est orthogonale.

Conclusion,

La famille (Cy, Cy, C3) est une base orthonormée directe de R.

(b) On admet alors que r est une rotation de I'espace d’axe dirigé par un vecteur e; vérifiant r (e7) =
e1 et d’angle 6 défini par 1+ 2cos (6) = Tr (R) et sin (6) de méme signe que det (e1, 7,7 (),
pour @ un vecteur quelconque non colinéaire & e7.

Déterminons un vecteur e7 solution et un angle 6 associé.

Soit (x,vy,2) les coordonnées d'un vecteur e; dans la base canonique. On a les équivalences
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suivantes, en notant ¢ la base canonique de R3,

& maty (r) maty (€1) = maty (€7)

<
—_—
)
—
~—
2l

X s
< Rly| =y
VA z

1 2 =2 T
2 1 2 yl = ly
2 -2 -1 z z

8

T+ 2y —2z=3x
20 +y+22 =3y

—2x+2y—22z=0
& 20 -2y +2z=0

20 — 2y —4z=0

$_y+z:o Ll%—%Ll
= rT—y+z= Lo+ 1L,

r—y—22z=0 Ly < 3Ls
PN $—y+Z:0 L1:L2

—32=0 L3y« Lz — Iy

- o

Posons € = (7, 7, ?) la base canonique de R? et fixons e] = i + j .
De plus, on sait que

1
1+ 2cos(f) =Tr(R) & 1+ 2cos(f) = 5(14—1—1)
1
& f)=—=
cos (0) —3
1 1
& f = arccos ~3 OU 6 = —arccos —3 [27] .
On sait également que, pour le vecteur © = Kl par exemple, on a sin () de méme signe que

a =det (e1, u,r (d)). Or

/12 =2\ /1 1/3
2 -2 -1 0 2/3
Ainsi,
11 1/3
a=|1 0 2/3
0 0 2/3
211 1
= 3l 0 en développant par rapport a Lg
2
3
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Donc sin (#) < 0. Par suite,
1
= — arccos <—3> [27].

Conclusion, on peut prendre

)
O ==

1
L 0= s (-1).
(S arccos 3

2. Calculons A; = RDR™! et exprimons la en fonction de A. Commencons par le calcul de R~!. On a
les opérations élémentaires suivantes :

L/ 2 -2 100
R=z(2 1 2 L=[0 10
2 -2 -1 00 1
(L2 2 Ly < Ly — 2Ly Loo
73|00 3 6 Ly « Ly — 2L {2 b0
0 —6 3 3 S Ak “\-2 01
1 2 -2 300
~l0 -1 2 Ly «+ 3L, ~l=21 0
“\o0 -2 1 “\ 2 01
1 2 -2 30 0
~ 0 -1 2 L3%L3—2L2 ~ —2 1 0
“\o 0 -3 “\2 21
1 2 -2 L« —L, 30 0
~l0 1 =2 SO > 2 -1 o0
“\o 0 1 3% 73 —2/3 2/3 —1/3
120 Ly Li 4 2L 5/3 4/3 —2/3
~(0 10 L Leiol | 23 13 23
001 2T 3 -2/3 2/3 —1/3
1/3 2/3 2/3
;Ig Ll(—L1—2L2 :\é’ 2/3 1/3 —2/3
—-2/3 2/3 —1/3
Vérification :

13 2/3 2/3\ /1 2 =2
2/3 1/3 —2/3 ) (2 1 2 |=I OK!
—-2/3 2/3 —1/3 2 -2 -1

Puisque R > I3, la matrice R est bien inversible et on a

L1 22
R—l:g 2 1 -2 | =RT.
-2 2 -1

Le fait que R~' = RT est une généralité des isométries que lon utilisera directement sans calcul
l’année prochaine.
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On a donc les égalités entre matrices suivantes :

00 0y, /1 2 2
Ay =RDR'=R[0 1 0 3 2 1 -2
00 —1 -2 2 -1
(12 -2 0 0 0
=3 2 1 2122 1 =2
2 -2 -1 2 —2 1

il 5

\6 0 3

iy Ay

3\2 0 1

Conclusion,
L0 2 2 )
AlszR—lzg 2 -1 0 :§A.
-2 0 1

3. Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A et f; celui associé & la matrice A;.

(a) Montrons que f; est la composée commutative d’une symétrie et d’une projection et déterminons
leurs matrices.
Puisque A; = RDR™!, alors A; et D sont semblables et donc représentent le méme endomor-
phisme f; mais dans des bases différentes (A; est la représentation dans la base canonique). On
observe que la matrice D peut s’écrire

0 0 O 000 1 0 0
D=0 1 0 |]=(1010 01 0
0 0 -1 0 1 0 0 —1
ou encore
00 O 1 0 0 000
D=[01 0 |]=101 0 010
0 0 -1 0 -1 0 01
1 0 0 0 00
Posons S = [0 1 0 et P=[10 1 0].0Onadonc D= PS = SP. Posons égale-
00 —1 0 0 1

ment S; = RSR™', P, = RPR™', s; 'endomorphisme canoniquement associé & S; et p; celui
canoniquement associé a P;. On a

Ay = RDR™'= RPSR™! = RPR'RSR ' =P, S;.

De méme Ay = S1P;. D’ou f; = s1 0p; = p1 0 s1. Montrons que s est une symétrie et p; une
projection. On a

10 0 10 0
S2=RSR'RSR'=RS’R'=R|(0 1 0 01 0 |R'=RLR=1I.
00 -1/ \0 0 -1

Donc s1 051 = s1 et s1 est bien une symétrie. De méme, P12 = P; donc p; op; = p1 et py est bien
un projecteur. Conclusion, fi est la composée commutative d’une symétrie s; et d’une projection

5 /24
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p1 définies par
1 0 0 0 00
S;=matg(s))=R|{0 1 0 |R' e P =maty(p))=R[0 1 0|R"
0 0 —1 0 0 1
-1 0 0
(b) Onnote que S, = R| 0 1 0 | R™! vérifie aussi SoP; = P1S2 = A; et S2 = I3. Donc en
0 0 -1

posant so ’endomorphisme canoniquement associé a So, on obtient une autre symétrie solution.
Conclusion,

la symétrie s; n’est pas unique. ‘

Cherchons si s1 est une symétrie orthogonale autrement dit si ses sous espaces vectoriels caracté-
ristiques sont orthogonaux. Notons C1, Ca, Cj les trois vecteurs colonnes de R et # = (Cy, Co, C3)
la base formée par ces trois colonnes. Par la question [1.a|la base % est orthonormée directe. Soit

x
X=|y| €R3 Ona
z
1 0 0 T T rT=2x
SX =X & 01 0 yl =1y & y=1y & z =0.
0 0 —1 z z JOp—
1 0
Donc Ker (S — I3) = Vect 0|, |1| |. Ainsi, comme maty (s1) = St et S; = RSR™!, par la
0 0

formule de changement de base, matg (s1) = S. D’ou
Ker (s — Idgs) = Vect (Cy, Ca) .
De méme,
Ker (s1 4 Idgs) = Vect (C3) .

Donc s; est la symétrie par rapport au plan Vect (C,C3) et parallelement a la droite Vect (C3)
Or (C1,C9,C3) étant orthogonale, on en déduit que la droite Vect (C3) est perpendiculaire au
plan Vect (C1, C3). Conclusion,

s1 est une symétrie orthogonale. ‘

Montrons que A est diagonalisable. Par ce qui précede,

A=3A, =3RDR™'=R(3D)R".

00 O
Donc A est semblable & la matrice 3D = 0 3 0 | qui est bien diagonale. Conclusion,
00 -3

la matrice A est diagonalisable. ‘

Montrons que f est la composée de trois transformations simples.

Par la question précédente, la matrice 3D est la représentation matricielle de f dans la base Z =
(C1,Co,C3). Or on a vu que D = SP. Posons Hy; = 3I3 = R(313) R™! et hy ’endomorphisme
canoniquement associé. L’endomorphisme h est une homothétie de rapport 3 et on a donc

‘ f est la composée commutative d’une homothétie hy, d'une symétrie s; et d’une projection py.

/4
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1
(¢c) Montrons que | 0 | est un vecteur propre de la matrice B et déterminons la valeur propre
1
associée.

Soit A € R. On a les équivalences suivantes :

1 1 1 1
BlO]=X[O = Bl0]=A[0
1 1 1 1
3 2 -4 1 1
& -2 -1 2 0)=x10
1 1 =2 1 1
—1=A
& 0=0
1=
& A=—1.
1 1
Posons A = —1, alors,ona bien B 0 | = X[ 0 | donc
1 1
1
0 | est un vecteur propre de B associé & la valeur propre —1.
1
(d) Montrons que @ est inversible.
Calculons son déterminant :
0 1 1
det (Q)=12 -1 0
1 0 1
0 1 0
=12 -1 1 Cg < 03 — 02
1 0 1
2 1 , .
=-1 1 en développant par rapport a I
=—1.

Donc det (Q) # 0. Conclusion,

‘la matrice () est inversible. ‘

(e) Sans calculer @, montrons que B = QDQ ™. Soit g ’'endomorphisme canoniquement associé
a B. Notons Cf, C} et CY les trois colonnes de B et ' = (C}, C4, C%). Puisque @ est inversible,
' est une base de R3. Par la formule de changement de base, on doit alors montrer que D est
la représentation matricielle de B dans %’. On a

3 2 —4 0 0
maty (g (C))) =BC, = —2 -1 2 | |2| =0
1 1 -2 1 0

/o
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Donc g (C]) = Ogs. De méme,

3 2 -4 1 1
maty (g (Cy)) =BCy=| -2 -1 2 | |-1| = |-1
1 1 -2 0 0
Donc g (C4) = C4. Enfin, par la question 4.d g (C3) = —C%. Par suite,
00 O
matg (9)=(0 1 0 | =D.
0 0 -1

Comme @ = mat% (#4'), par la formule de changement de base

B=QDQ'.

(f) Montrons que A; et B sont semblables. Par les questions précédentes, on a

A1 =RDR™=R(Q'BQ)R™'=RQ'BQR'=RQ'B(RQ™) .

Posons T'= RQ ™! qui est bien inversible en tant que produit de deux matrices inversibles et on
a donc A; = TBT~!'. Conclusion,

A; et B sont semblables et 4; = RQ™'B (RQil)_l.

Deuxiéeme Partie.
L’es&ac& aﬁﬁ)ne euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repeére orthonormé
(0: 7,7, k).
Pour (a,b,c) € R3, on considére la fonction vectorielle fapb,c définie de R dans R3 par :
be +cet

Vt €R, fope(t)=| 2a—be
a+cet

On note F' I'ensemble des fonction fq . lorsque (a,b, c) parcourt R3 et Cap,c la courbe correspondante a
I'ensemble des points de 'espace de coordonnées f,p.(t) quand ¢t parcourt R.
Enfin, les matrices B et () sont celles qui ont été définies dans la premiere partie.

1. Démontrons que F' est un espace vectoriel et déterminons sa base et sa dimension.

Par définition,

F={fope €F RR) | (a,bc) e R}

R — RS
bet +ce™t
- t 2a — bet (a,b,c)€R3
a+ce?
R — R?
0 el et 3
o t — al2])4+b| = | +c| 0 (a,b,c) €R
1 0 et
R — R3 R — RS R — RS
0 et et
= Vect t 217 t — —et ]t = 0
1 0 et
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En tant qu’espace engendré, on en déduit que

‘ F' est un espace vectoriel.

De plus, posons Zr = (f1.0.0, fo.1,0, fo.0.1)- La famille Zr engendre F. Soient (a,b,c) € R? tel que

af1,00 + bfo,1,0 + cfo01 = 0z ®R3)-

Autrement dit, f,p. = 0. Cela signifie que

bet +ce P =0
VteR, fape(t) =0r & Vt € R, 20 —bel =0
a+cet=0

Supposons b # 0. Alors tlir+n bel +ce™t = 400 ce qui est contradictoire avec Vt € R, bef +ce™t =
—+00
0 0 . Doncb=0. Ainsi,

t—-+o0

cet=0

vVt € R, 2a =0 ,

a+cet=0

d’oul on déduit que ¢ = 0 et a = 0. Donc a = b = ¢ = 0 ce qui implique que % est libre. Or nous
avons vu que A engendre F. Conclusion,

ABr est une base de F' et dim (F') = Card (Ar) = 3.‘

11 était possible naturellement de montrer que F était un sous-espace vectoriel de F (R, R3) en mon-

trant l'inclusion, le caractére non-vide et la stabilité par combinaisons linéaires.

Soit f € F. Montrons que pour tout t € R, f'(t) = Bf(t).

Puisque f € F, par définition, il existe (a,b,c) € R? tel que f = fape- Les fonctions ¢ — bel +ce™,
t — 2a — bel et t + a + ce”! sont dérivables sur R comme somme de fonctions constantes et
exponentielles. Donc (cf programme de deuxiéme année) la fonction f est dérivable sur R. De plus,

D’autre part,

Conclusion,

bet —ce™?

VEER, f(t)=| —be

vVt e R, Bf(t)

—cet

3 2 —4\ [bet+cet
-2 -1 2 2a — bet
1 1 -2 a—+cet

bel +ce t+2a —bel —2a — 2ce™?
(bet —ce™?
—bet

—ce’t

VfeF VteR, f'(t)=Bf(t).

o/24

[3bel +3ce ™t +4a — 2bel —4a — 4ce™t
—2bel —2ce ™t —2a + bel +2a + 2ce?
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3. Montrons que toutes les courbes C, 5 . sont planes et que les plans les contenants sont tous paralleles.
Pour ce faire, il suffit de montrer qu’il existe un vecteur 7 normal & toutes les cordes fop c(t) fap.c(S),
(t,s) € R? des courbes Cqp .

Analyse. Par exemple pour a =c=0,b=1,0n a

- o
YVt € R, f07170(t) = |—¢
| O
Posons alors,
2] [ 1 1
7 = fo10(0)fo10(In(2)) = |-2| — |-1| = | -1
0 | O 0
De méme pour a =b=0et ¢c=1,0n a
g
VteR, foou1(t)= 1|0
—t
e

Posons alors,

—_ o

2 1
U = f0,01(0)fo01(=In(2)) = [0 — |0] =
2 1

Le vecteur 7 doit étre donc orthogonal & % et ¥, par exemple,

Synthése. Posons 1@ = i + 7 — %. Soit f € F. 1l existe (a,b,c) € R3, tel que

bet +ce™t
VteR, f(t)= | 2a —be'
a—+ce?

Donc pour tout (t,s) € R2,

(17 [be®+ce*—bel —ce?t
1|,| 2a—be*—2a+bel

<_1_ | at+ce®—a—ce”

(7, FOf(s)) = t
1 [b(ef—e') +c(e®—e?)
11, b (et — es)

-1 c (e_S — e_t)

(e*—e)+c(e—e ") +b(e—e’) —c(e*—e")

b
0.

Donc pour tout (t,s) € R2 f( )f(s) est orthogonal a 7. Donc f(t)f(s) est dans le plan vectoriel
orthogonal & 7. Notons P ce plan. Alors,

vt e R, f(t) € f(0)+ &

Ces plans étant tous dirigés par le méme plan vectoriel (uniquement translaté d’une origine f(0)) ou
encore tous orthogonaux & 77, ils sont paralléles entre eux. Conclusion,

10//24
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toutes les courbes C, . sont planes et qu’il est possible de choisir des plans qui les
contiennent qui soient tous paralléles.

4. On considére la base (u, v, w) de R? telle que la matrice de passage de la base (7, 7, Z) a la base

(U, V, W) est la matrice Q.

0 1 1
(a) Puisque que @ = 2 —1 0 ], on a directement
1 0 1
T=2,4+k T=i-3, wW=i+k.

b) Soit (a,b,c) € R3. Déterminons une représentation paramétrique de la courbe Cq 1. dans le repére
) P p q b, P
(0: 7,7, ).
Soient t € R et M(t) € Cqpc. Par définition,

OM(t) = (be' +ce™) T+ (2a — be") 7+ (a+ce™) k
=a(27 + k) +be' (7T = 7)) +ee™ (T +F)
=aU +be' U +cet x par la question précédente.

Donc les coordonnées de M (t) dans le repere (O; W, U, W) sont :

X(t)=a
Y(t) =bel
Z(t) =ce .
Conclusion, une représentation paramétrique de C, . dans le repere (O; %, V,w) est donnée par
X(t)=ua
Y(t)=be! ,teR
Z(t) =ce!

YZ=0b
(c) Déduisons-en que chaque courbe Cgp . est incluse dans la courbe d’équation {X ¢
=a
Soient (a, b, c) € R3. Pour tout M(t) € Cape, t € R, on a par la question précédente,
Y(t)Z(t) =belce ™t =be
X(t) = a.

Ceci étant vrai pour tout ¢ € R, on en conclut que

Z =bc

chaque courbe C, . est incluse dans la courbe d’équation {X
=a

Troisieme Partie.

L’espace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé

(0:7.7.F).

Dans cette partie, on note C la courbe C; 1,1 définie dans la partie précédente.
z(t) =el+e7!

Une représentation paramétrique de C est donc : < y(t) = 2 — et ,teR.
2(t)=1+e"?

On note M (t) le point de C de parametre t.

11/24



C
A
e Mathématiques PTSI, Maths B 2023 Junior Cor 2023/2024

1. Déterminons 7 la tangente a C au point M (In(2)).
Les coordonnées de M (In(2)) dans le repére Z = (O; 7, 7, E)) sont

r(In(2)=2+3=3
(In(2))=2-2=0
_ 1_3
z(In2) =145 =3
2/(t) =et —e7t
De plus, les coordonnées de dgi\/[ (t) sont < 3/ (t) = — et et donc celles de dOM (In(2)),
2(t)=—et

:E(S) 54533
T y(s)=—-2s ,s€R
2(s) = 32
De plus, pour (z,y, z) € R3,
T = 5—535 T = 5+35
JseR, Sy=-2s & Js e R, y_—25
7 = % s=3—2z
= 5496z _ 7 _ 3.
& JdseR, Sy=—6+4z
s=3—2z
r+3z2=17
y—4z= -6
Conclusion, des équations cartésiennes de 7 sont
r+32="7
T: {
y—4z = —6.
. . . o dOM
2. Soit T un réel strictement positif. On note L (T) = / ?(t) dt la longueur de la courbe C entre
0

les points M (0) et M (T).

(a) Montrons que V¢ >0, 2(e'—e”

Soit t > 0. On a vu a la question precedente que

2
HdOM )H < 2e2t
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Donc )
dOM
‘ & ®) = (¢ —e_t)2 +e* pe?
En posant a = e’ et b = e*t, on observe que pour tout ¢ > 0,
dOM
H =(@a—b +a*+bv>(a—b*+a®+b*>—2ab car ab > 0
=2(a—b)?
=2 (e —e t)2 .
D’autre part,
dOM
H = (' - e_t)2 +erte = 24e et =2(H —1+e).

Pour tout t > 0, e < 1 donc e 2! —1 < 0. Ainsi,

H dOM <o
Conclusion,
dOM
Vt>0, 2 (et —e_t)2 < i )| < 2%

Déduisons-en un encadrement et un équivalent de L (7).
Par la question précédente, comme T > 0, [0; 7] C Ry, donc

dOM

vt € [0; 7], \f’e —e*t‘ < a (t)

Par la croissance de I'intégrale car T > 0,

/OT V2 (e"—e ") dt < L(T)

Donc
V2[e'+e [Ty < LT) < V2 [
= 2V2(ch(T) - 1) < L(T) < v2 (" -
Conclusion,
2v2(ch (T) — 1) < L(T) < V2 (" —1).
De plus,

éﬁet.

1).

T
</ V2el dt car ! > et cart > 0.
0

2v2(ch (T) —1) ~ Nﬁfzx/ieT ~ V2(el-1).

T—+o0 T—~+o00

Conclusion, par le théoreme d’encadrement des équivalents,

L(T) ~ +2eT

T—+oo

3. Soit ¥ la surface d’équation 2 — (y — 2)* — (z — 1)* = 2 et Q le point de coordonnées (0,2, 1).

Pour tout réel o, on note Il le plan d’équation x = a.

13//24
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(a) Montrons que C C X. Soit M(t) € C, t € R. Notons (z(t),y(t),2(t)) ses coordonnées. Par

z(t)=el+et
définition, ¢ y(t) =2 — et . Alors,
2(t)=1+e™?

20 = (y(t) = 22— () ~ 1) = H 424 e H oM =

Donc M (t) € ¥. Conclusion,

(b) Déterminons une équation cartésienne du plan tangent Py, (o) en M (In (2)) a X i.e. le plan passant
2z (In(2))
par M (In(2)) et de vecteur normal 77 | —2 (y (In(2)) — 2)
—2(z(In(2)) = 1)

5
Par la question [1.|z (In(2)) = 5/2, y (In(2)) = 0 et 2 (In(2)) = 3/2. Donc 7 | 4 |. Soit N (z,y, 2)
—1
un point de ’espace. On a les équivalences suivantes :
NePuz & (Mm@2)N,7)=0
x—5/2 5
& Yy | 4 =0 par la question [I]
z—3/2 -1
22
& S5r+4y — 2z — 5= 0

& dx + 4y + 2z = 11.

Conclusion, une équation du plan tangent en M (In (2)) a ¥ est donné par

P Sz +4y+z=11

(c) Soit @ > /2. Déterminons la nature de la courbe A, = ¥ N Il,. Soit M (z,y,2). On a les
équivalences suivantes :

= (y-2°-(z-1)°=2

r =«

M e A, & {

r =«

- {042—(2/—2)2—(71—1)222

r = (.

= {(y—2>2+(z—1>2:a2—2

Puisque |a| > v/2, on a a? — 2 > 0. Conclusion,

‘si la| > V2, Ag est le cercle de centre (a,2,1), de rayon va — 2 et de plan II,.

Si |a| < V2, alors a2 — 2 donc 'équation (y —2)® + (z — 1) = a® — 2 n’a pas de solution.
Conclusion,

si o) < V2, Aq = 0.
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(d)

On note que la famille (Ily),cp forme une partition de £ I’ensemble des points de I’espace. Donc

Y= |_| (XNI,) = |_| Ay = |_| Ao par la question précédente.
aeR a€eR a,lal>v2

Donc ¥ est 'union des cercles A,. Or par la question précédente, A, a pour axe la droite passant
par le centre Q, (,2,1) et dont un vecteur directeur est donné par un vecteur normal a I, :
%4 (1,0,0). Donc I'axe de A, est la droite dont un paramétrage est donné par

r=aua+t,
y=2 , teR.
z=1

En changeant le parametre s = t + «, on obtient alors le paramétrage :

T =s,
, s €R.

z =

Donc l'axe de A, est la droite passant par (0,2,1) et de vecteur directeur (1,0,0). Cette droite
ne dépendant pas du parametre «, les cercles sont bien coaxiaux. Conclusion,

Y est 'union de cercles coaxiaux d’axe la droite A passant par (0,2,1) et de vecteur
directeur (1,0,0).

Ceci n’est pas une réponse.

22— (y—2)72=2

) . On se place dans le plan z = 1 (horizontal
z =

Tragons la courbe d’équations {
d’altitude z = 1). Soit (x,y) € R%. Posons 4/ =y — 2, on a
P2—(y-27°=2 o 2=y?+2 &  z=+24y2

Soit f : ¢t~ /2 + 2. La fonction f est continue sur R et paire. Les fonctions t — t? et /- étant
strictement croissantes sur R, la fonction f est strictement croissante sur Ry. On a f(0) = /2
et

2 12 2 2
ft) =t 1+t—2t_ioo|t| 1+§t—2—|—0 2 cart—2—>0quandt—>+oo

= 1+ 140(7)
t—400 t TO\i)-

Donc f admet un asymptote d’équation oblique d’équation ¥y = x en 400 et se trouve au dessus
de son asymptote au voisinage de 400 (car 1/t > 0). Par parité on obtient le graphe suivant :

15//24
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A

La courbe C; d’équation x = /2 + y2 s’obtient a partir de la courbe de f en échangeant les
roles de x et de y donc par symétrie axiale d’axe y = z. La courbe Cy d’équation x = —/2 + 32
s’obtient a partir de C1 par symétrie axiale d’axe x = 0. On a alors,

16 /24
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Enfin, pour obtenir le graphe de la courbe d’équation 2.2 - (y — 2)2 = 2l faut passer dey/ = y—2
ay =1y + 2 et donc translater le graphe précédent de 2 j .
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On obtient une hyperbole, cf programme de deuzriéme année!

(g) Voici une représentation de la surface X :
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Source : A. Cristofari, lycée Laetitia Bonaparte

(h) On note que pour tout ¢ € R, z(t) = e’ +e~* > 0. Donc le cercle C est inclus dans le demi—espage
Er ={M(x,y,2) | x>0} :C C &, . De plus, la droite A a pour vecteur directeur 7 (1,0,0) = 7 .
Donc en faisant tourner C autour de A, on obtient une surface de révolution incluse dans &4. Or
le point My (\/i, 2, 1) appartient a Y en effet,

(V2) —(2-22—(1-1? =2

Donc My € X. Or My ¢ &4. Par conséquent, ¥ n’est pas incluse dans &} contrairement a la
surface de révolution considérée. Conclusion,

la surface de révolution obtenue en faisant tourner C autour de A n’est pas égale a X.

Quatrieme Partie.

L’espace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé
—> —>

(O; (] )

On consideére la courbe I' de R? de représentation paramétrique

{x(t) =e'+e!

3
y(t) =2—¢

On note A(t) le point de I' de parametre ¢.

19/24
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1. Etablissons les tableaux de variation de x et y.
On note que pour tout ¢t € R, z(t) = 2ch(¢). La fonction x est donc strictement décroissante sur R_

et strictement croissante sur Ry . De plus,

lim z(t) = lim z(t) = +oo.

t—4o00 t——o0

D’autre part, pour tout ¢t € R, y(t) = 2 — e’. Donc la fonction y est strictement décroissante sur R et
lim y(t) =2et lim y(t) = —oo. Conclusion,
t——o00 t——400

2. Déterminons 7 la tangente a I' au point A(0) i.e. la droite passant par A(0) et de vecteur directeur
OA'(0).

Les coordonnées du point A(0) sont (2, 1) tandis que celles de OA' (t) pour t € R, sont (par dérivabilité
de z et y en t)

En particulier en 0,

Donc 7Ty a pour équations paramétriques,

=2
v  teR.
y=1—1¢
Or
dt e R, . & dt € R, * & x =2
y=1-1 t=1-y

Conclusion, la tangente a I au point A(0) a pour équation cartésienne
To: z=2.

3. Soit I (x1,yr) le point d’intersection de I" avec 1’axe des abscisses. Déterminons (z7,yr). On a y; = 0.
De plus, I € T donc il existe t € R tel que

xr=e et xr=el+et 1 5

4 = rr=24 - =—.

O=yr=2—¢ t =1n(2) 2 2
Donc, le point d’intersection de I' avec ’axe des abscisses est donné par

1(5/2,0).
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On a vu que ce point est atteint au parametre ¢ = In(2). Notons 7,2 la tangente a I' en ce point.
Déterminons 7y, (2). Cette droite passe par I (5/2,0) et a pour vecteur directeur 7 de coordonnées

{a:’ (In(2))=2-1=

[\G][VV]

Donc un vecteur directeur de 7y, (2) est
(3/2,-2).

Donc un vecteur normal est 77 (2,3/2). Soit M (z,y). On a

M e 7}1(2) = <ITW), ﬁ> =0

= (D=

3
= 2x—5+§y:0

& 4z + 3y = 10.

Conclusion,

Tin(z) : 4z + 3y = 10.

. Déterminons ’équation de 'asymptote a I' en —oo.

Quand t — —o0, on a vu que z(t) — o0 et y(t) — 2. Conclusion, la droite d’équation
t——o0 t——o0

’y = 2 est 'asymptote a I' en —oo.

t
. Calculons ¢ = lim yt) puis b = lim y(t) —az(t) et déterminons I'asymptote D a I' en +oco. Enfin

t—+o00 x(t) t—+o0
précisons la position relative de D a I'.
On a
. y(t) ] 2 — et o —142e7t
a= lim =% = lim = lim ———.
to+oo x(t) t—otocettet  totoo 14e2t
D’ou
t
a= lim @ = —1.
t—+o00 x(t)

Puis, pour tout t € R,
y(t) —ax(t) =2 —e' +e' et =2+e ",

Donc

b= lim y(t) — ax(t) =2.

t——+o0

Par conséquent, y(t) + x(t) L= 2+ 0o(1) ou encore
—+o0

y(t) = —zx(t)+2+o0(1).

t%jroo

Conclusion, I' admet une asymptote oblique D en +o0o d’équation

‘D: y:—ﬂz+2.‘

Enfin,
VieR, yt)—(—z(t)+2)=2-c"—(—e'—e"+2)=e"">0.

Conclusion,

‘la courbe I' est au-dessus de son asymptote D en +oo. ‘
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x(t) et

()% + (y(t) — ys(t))*
+2))?
t)y=e".

+ 2 car B e D. Dou
d(

)

t
d(t) =/ (z(t) — op

22/)24

VvVt € R,

(t)B(2).

’2 —el el et —2’
n>1

V) — (—alt
= ly(t) + x(t) - 2|

A

[§]

—xp(t) +2 = —x(
n=0

6. Voici une représentation de I :

7. On note B(t) le point de D ayant la méme abscisse que A(t) ot A(t) est le point de I" de parameétre ¢.

(a) Calculons pour tout t € R, d(t) =

Soit ¢t € R. Les coordonnées de A(t) sont (x(t),y(t)). Donc abscisse de B(t) est xp(t)

son ordonnée yp(t)

Conclusion,

(b) Déterminons si les séries Z d(n) et Z d (In(n)) sont convergentes et éventuellement leur somme
totale.
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La série

Z d(n) = Z e " converge

n=0 n=0

en tant que série géométrique de raison ¢ = e~ ! et |q| < 1.
D’autre part, pour tout n € N*, d (In(n)) = e~ In(n) — % Donc

1
la série Z d(In(n)) = Z . diverge

n=1 nex1

en tant que série harmonique (ou de Riemann d’exposant o = 1). Enfin, en tant que série
géométrique, on a directement,

+o0

1 e
d(n) = = .
Z (n) 1—el e-1
n=0

On note S la partie du plan incluse entre la restriction de la courbe I' a Ry, la droite D et la
droite d’équation x = 2.

Notons T'y la restriction de I' & Ry. Soit (z,y) € [2;+00[ X |—00;1]. On a les équivalences
suivantes :

z(t) =el+et
M (x,y) el & dt e Ry,
(z,y) + + {y(t)—2—et
ot at
o  dtemr,, (TTCEte
y=2—c¢l
x:et-l-%
& JdteRy, §, ¢
et=2—y
—9_ 1
& Jt e Ry, v Y+ car y < 1
t=In(2-y)
2
o :z::(2 y) +1
2—y

—

Notons (X,Y) les coordonnées de M dans le repere #Z = (O; -7, 7) Pour passer de Zp =

(O; 7, 7) a %, il suffit d’effectuer une rotation d’angle —7 :

P70~ (_01 (1)) -

Donc par la formule de changement de base (X = PX’),

L= o) =15

— == Y
Donc v ou encore o . Ainsi, une équation cartésienne de I'y dans & est
X =y y=-X
24+ X)+1 1
Y= =X+4+2+ ——.
21X LR g

avec (X,Y) € [—1;+o0o[ X [2; +00[. De plus, la courbe D a pour équation dans ce repeére,

y=—-x+2 & —X=-Y+2 & Y=X+2
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A
74

P f f f —P
1

J1 0| 1 2 3 4 5

Pour savoir si S est d’aire finie, il nous faut déterminer si la limite suivante existe et est unique :

X 1
lim r+2+ —— —(z+2)dx.
X—4o00J_q T+ 2
Pour tout X > —1, la fonction = +— z+2+ %H —(x+2)= %ﬁ dz est continue sur [—1; X] donc

I'intégrale existe et

X
F(X) :[1 xi2dx: [In (|2 + 2))°=%, = In (X +2).

Puisque (X +2) = 400, on en conclut que

lim In
X—4o00

‘la partie S n’est pas d’aire finie.

Fin du corrigé
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