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Préambule

Dans ce qui suit, on désigne par x1, xa, T3 trois réels distincts, et par P une fonction polynomiale de degré
strictement plus petit que trois, qui ne s’annule pas en x1, x2 et 3. Comprendre : ni en x1, ni en o, ni en
xs.

Soit @ la fonction polynomiale définie, pour tout réel x, par :

Q(z) = (z —x1) (x — 22) (x — x3) .
On pose, pour tout réel x de R\ {z1,z2, 23} :

P(z)
Q(z)

On admet qu'il existe trois réels a1, ag, as tels que, pour tout réel = de R\ {x1,z9, x5} :

g(x) =

ai az az

g(x) = :
r — T Xr — T Tr — I3

1. Montrons que a1 = 5/((9;11)) et procédons de méme pour as et as.

On a, d’une part, pour tout z € R\ {1, z2, 3},

a
(2= 21) g(@) = o1+ (@ = 01) = (= 21) =
Donc
xli_yxll (x —z1) g(x) = a1.
r#x]
D’autre part,
P(z) P(z) P(z)

(2 =) g(a) = (2 =) gy = (0 =) -

(x —x1) (x —22) (. —23) (7 —22) (T —23)

Ainsi, par continuité de P (en tant que fonction polynomiale), on a

. B P (1)
xli)féll ($ B 171) g(x) - (331 — .732) (1’1 - 333) ’

Or la fonction @ est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et
VeeR, Q(x)=(x—a2)(x—ax3)+ (x—m1)(x—23)+ (x—21) (. — 22) .

Donc

Q' (x1) = (21 — 2) (21 — x3).
Puisque x; est distinct de 5 et x3, on a Q' (z1) # 0 et

P(z) _ P (z1)

Q (v1)  (z1—x2) (21 —w3)

Donc par ce qui précede,

. i P(:Bl)
;Eligtll (m B :L‘l)g(l‘) N (wl - .132) (ZL‘l - $3) ’
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Conclusion,
- P(l‘l)
a)p = .
(z1 — @2) (11 — w3)
De méme,
. o B B as
xligvlg (x —x9) g(x) = Ill)rgcl2 (x — x9) pra— +ag + (z — z2) T a
« P P P
lim (z —x2)g(x) = lim (z) = (z2) = /(962) .
T2 o=z (x—m1) (. —x3) (22— 1) (22 —23) Q' (22)
Conclusion,
P
az = /(x2) .
Q' (22)
Enfin, de la méme fagon, on obtient
P(x
a5 = ,( 3)
Q' (z3)
2. On suppose désormais que, pour tout réel z :
P(zx)=1
avec ’hypotheése suivante :
1
:1:1 Y x2 Y ‘IES 2
Déterminons les valeurs explicites de aj, as et ag.
Par la question précédente,
P(:L’l) 1 1
a]. = = = =
Q/ (CL‘l) (.Tl —1’2) (.Tl —35'3) 1x 1/2
De méme,
1 2 t 1 4
as = e a3 = ————— = —4.
(=1) (=1/2) (=1/2)(1/2)
Conclusion,
‘al = a2 :2, az = —4‘
et donc 1 5 5 4
Ve e R\ {-1,-1/2,0}, =—+ — .
M /2:0} z(x+1)(z+3) = x+1 z+4+3

Partie I

On considere la fonction F' qui, a tout réel x de son domaine de définition Dp, associe :

B x(zx+1)
F(z)=In ((23: n 1>2> .

1. Déterminons Dpg.
existe et est strictement positif

Soit z € R. On a
1 1
x € Dp & SU(LJF)Q existe & 33(9:7+)2
2z +1) (22 4+ 1)

Or, on a le tableau de signe suivant :

2/i6
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T —00 -1 —% 0 +00
% - - - 0 +
z+1 — 0 + 4 +
(22 +1)° + + 0 + +
(:;(;:11))2 + 0 N B 0 +
Conclusion,

| D =]—o00; —1[U]0; +00[ .|

2. Justifions que F est dérivable sur Dp.

Les fonctions x — (2 + 1) et 2 — (22 + 1)? sont dérivables sur R en tant que fonctions polynomiale.

z(z+1)
(2z+1)°

La fonction x — (2z + 1)2 ne s’annule qu’en —%. Donc la fonction h : x —

est dérivable

sur R\ {—1/2}. La fonction In est dérivable sur R* et par la question précédente, Vz € Dp =

]—o00; —=1[ U ]0; +00], h(z) > 0. Donc par composée,

F est dérivable sur Dp.

On désigne par f sa dérivée.

3. Calculons f.

Pour tout x € D, on a

(m(:c—f—l)Q)/
_ \(2z+1)
f(@) = T ot
(2241)2
L2+ 1) 2e+ 1) —z(z+1)2x2x (20 +1) 5 (22 + 1)
- (2 +1)* z(x+1)
(241 —da(z+1) L]
B 2r+1 z(r+1)
1 1

2e+1 z(x+1)

Conclusion,

1
(x+1)(2z+1)

Vz € D, f(l’) = .

4. On s’intéresse, dans ce qui suit, & la série numérique 3" f(n)z?"*! de parameétre z € R.

(a) Déterminons R tel que Y f(n)x?"*! converge < z € [-R;R).
Posons R = 1. Soit z € [-1;1]. On a

x2n+1

n(n+1)2n+1)

0< |f(n)a®+| =

S 2n3’

1
Or la série Z ~—3 converge en tant que série de Riemann d’exposant v = 3 > 1. Donc par le

neN*
théoreme de comparaison des séries & termes positifs, on en déduit que

Z ‘f(n)xQ"H‘ converge.
neN*
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()

Donc Z f(n)z**1 converge absolument donc converge. Ainsi,

neN*
Vo e [-1;1], Z f(n)xz* 1 converge.
neN*

. . , 2n+1 g2nt1 /s
Soit & > 1, alors, par croissance comparée, f(n)z = A D)EnED) nj:r . oo. Donc la série
Z f(n)z**1 diverge grossiérement. De méme, si z < —1, alors on a f(n)z?"*! oo car

n—-+o0o
neN*
2n 4+ 1 est impair donc Z f(n)z**1 diverge grossierement. Conclusion,

neN*

pour R=1, on a z:f(n)wQ”+1 converge <« z € [—1;1].

Le développement limité a lordre p € N* en 0 de la fonction  +— In (1 — x) est donné par

T T P
— = - — = p
In (1 .’17) 0 T —|—0(:17 )

Pour tout n € N, on note a,, le n-iéme coefficient de ce développement limité : a9 = 0, Vn € N*,
ay = —%. Vérifions que pour tout = € |—1;1[, >, cn+ ana™ converge.
Soit z € |-1;1[, on a

n
Vn e N*, 0 < |apa"| = |17'l| < ™.

Or la série Y, o |z|™ converge en tant que série géométrique dont la raison |z| vérifie |z| € |—1; 1[.
Donc par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs,

Z |apx"™| converge.
neN

Donc E anx” converge absolument. Conclusion,
neN

Vo e |-1;1], Z a,z" converge.
neN

On admet alors que pour tout x € |—1; 1],
“+o0o —+o00 "
In(l—2x)= "= —.
(1—2) Z an Z -
n=0 n=1

i. Soit p € N. On sait que pour tout n € N,

1
= 14+u+u®+--+u"+o(u").
1 —u u—0

Posons u = x2. Alors u —6 0. Donc
xr—r

1
—— = 14+ 42+ 2 +o (2.
1 — 2 =2—0
Conclusion,
1 1+ 42t aP 4o (aP) si p est pair
1—2% 250 |14+2%+2+ -+ aP +0(2P71)  sip est impair.

4/
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ii. Vérifions que pour tout x € R\ {-1,1}, ﬁ peut s’exprimer comme une combinaison
linéaire de 1= et 11— +x
Meéthode 1. On intuite et donne directement le résultat.
Méthode 2. Par le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R, tel

que
1 1 a b
R\ {-1,1 = - '

On observe que

1 1
a=lim (1 —x) = lim =
z—1 1— 22 z—=114+x 2
T#£1 r#1
. 1
b:;tgn—ll(l_l—x)l—lz $1—1>H—111—33‘_§.
x#£—1 r#—1
Conclusion,
1 1/2 1/2
Vee R\ {-1,1}, / + /

1—22 1—-2 14z

(d) Déterminons le développement limité a I'ordre p € N* en 0 de  + 1 In }L.
Par la question précédente,

1 1/2 1/2
_12 .y

Ve eRA{-L1}, l—22 1-2 14z

Donc pour tout n € N*,
; — 1(14_1'_1_3;_'_ .+$P+O($p))_|_1(1_1:_|_:L,2_x3+,.._|_(_1)171,n_|_0($n))
1— 22 20 2 2

142ttt 2" Fo(a) si n est pair

=0 [1+a2+2t 4+ 42" 1 +0(z") sin est impair.

Or, pour tout x € |—1;1], par la question précédente, 1_1362 1/2 + 114/_1 Donc une primitive F

de x — ;= est donnée par

_ 1 1 ! 1 1 1—|—a:>
F:zw— 2ln(|1 x|)+2ln(]1+x\)— 2ln(l x)—l—an(l—l—az)—2ln<1_3j .

Par le théoreme de primitivation du développement limité, on a

F(z) F(0) + x+%—3+%5+... f:11+0(93n+1) sin + 1 est pair
xr) = -
2—0 x+%+%5+"'+%+0(33n+1) si n 4+ 1 est impair.

Conclusion,

1—=x

1ln<1+1:> B {x+f§+$§+---+f+o(mp) si p est pair
3 5

(zP)  sip est impair.

Pour tout n € N, on note b, le n-ieme coefficient de ce développement limité : Vn € N, b, =
0 sin est pair

. ) p . Vérifions que pour tout x € |—1;1], Z bpx" converge.

= sl n est impair neN
Soit € ]-1;1[. On a

vneN, 0<|bpa"| < [z
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Comme précédemment, E a™ converge en tant que série géométrique de raison |z| € |—1;1].

neN
Donc par le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, E |bpz™| converge donc la
neN

série E bpx" converge absolument. Conclusion,

neN
Ve e]-1;1], Z bpx™ converge.
neN
On admet alors que pour tout x € |—1; 1],
1 1 4+ “+o00 “+o00 1,271-1—1
=1 = bpa" = .
2 ' 1-x Z::O nt 7;271—1—1
+oo p2ntl
(e) On rappelle que R = 1. Montrons pour tout = € |—1;1], =—zln(1- 1:2).
n
n=1
Soit x € |-1;1[. On a
+oo :L,2n+1 +o0 (xZ)n
=z
n=1 n n=1 n
Puisque z € |—1;1], on a 22 € [0; 1] C ]—1; 1[. Donc par la question [4.b| la série converge bien et
on en conclut que
+o00 x?n—i—l )
V. —1; =— —z°).
x e ]-1;1], Z - zln (1 —2%)
n=1
+o00o x2n+1
f) Soit x € ]—1;1[, expri :
(f) Soit z € | [, exprimons ngl T D@D
Par la question [2.| pour tout n € N* Cc R\ {—1,—-1/2,0},
1 _2, 2 4
nin+1)(n+1/2) n n+l n+i
ou encore,
1 o1, 4
nn+1)2n+1) n n+1 2n+1
Donc pour tout x € |—1; 1]\ {0} et tout n € N*,
J:Qn—l—l x2n+1 x2n+1 433271—&-1 I?n—i—l 1 $2(n+1)—|—1 $2n+1
- - - - —4 .
n(n+1)2n+1) n +n+1 2n+1 n T n+1 2n+1
On a alors
x2n+l
o par la question précédente, pour tout x € |—1;1], la série Z converge et
n
n>1
+00 p2ntl
=—zln (1 — x2) .
n
n=1
2241 +1 p2ntl
o Par la question précédente, pour tout = € |—1; 1], la série =
n=0 n+1 n=1
ot +00 _ 2(nt1) + +
o 2(n+1)+1 > 2n+1 oo 2n+1
r = ° = L —xgz—xln(l—x2)—x3
— n+1 — n — n
n=1 n=2 n=1
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£2n+1
e par la question la série E o 1 converge et
n

n=>1

m+1 “—~2n+1
n=0

+o0 x2n+1 +o0 x2n+1 1 142
—z=-1In -z

2 1—x
n=1
:L,Qn—i-l

n(n+1)(2n+1)

Par somme, pour tout € |-1;1[\ {0}, la série ) converge et

n>1
+o00 2n+1 1 1— 2 3 1 1
Z r :—xln(l—m2)—xn( x)—{-x —4(111( +x>—x>
— n(n+1)(2n+1) z? 2 11—z
n=1
2+ 1 1+«

= ln((l—x)(l—l—az))—x—ﬂn(l )—1-41:

241 241
:3l‘+(2—x + )ln(l—x)—(x i +2>ln(1—|—m)
x x

2_9 1 249 1
:3:1:796 T+ ln(l—m)—x+x+
X

In(1+x).

Conclusion, pour tout = € |—1;1[, on a

i" 2+l Cf3e - m(—2) - (1 b ) siz#0
Znn+1)(2n+1) o siz=0.
+oo p2ntl
(g) Calculons i1_>ml (ngl )@t 1)) Par croissance comparée, on sait que (en posant h =
1—2x),
il_}ml(:p 1)’In(l —z) = Ilblg%)h In(h) = 0.
<l h>0

Donc par produit et somme et la question précédente, on en déduit que

+o00 :L,Zn—‘rl
li =3 —41In(2).
xﬂ(;n(n+1)(2n+l)> 3 n(2)

<l

5. On considere désormais la série de terme général f(n), pour n > 1.

(a) Etudions la convergence de la série Z f(n). On a pour tout n € N*,
n=1
1 1

~ >0
(1) 2n+ 1) noteo 203

fn) =~

1
Or la série Z o3 converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 3 > 1. De plus, pour
neN*
tout n > 1, # > (0. Donc par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs, on en

conclut que

Z f(n) converge.

n>1
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(b) Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

w\»—n

n
1
Montrons que pour tout n € N*, Z
= 2k+1

1
=H(@2n+1)— §H(n) On observe que

Yo Y s
im0 2k + 1 1<p<an+1 P
p impair
1

-y Ly

1<p<ent1 P 1<p<oni P

1

p pair

1

=H (2 1— —

(2n+1) o

1”1
=H((2n+1)

—H(@2n+1)— %H(n).

Conclusion,

" 1 1
* =H (2 1) — =-H(n).
Vn € N*, ;2%2/{4—1 (2n+1) 5 (n)

n
1
(¢) Montrons que pour tout n € N*, E f(k)=3+4H(n) —4H (2n+1) + e
n
k=1

Par la question 2] Vn € N*,

- 1

z:: 2k:+ :z::E kz::lk+1_4kz::12k:+1

M:

>
Il
—

On reconnait H(n) dans la premiére somme, on effectue le glissement d’indice k = k + 1 dans la
deuxieme et on utilise le résultat de la question précédente pour la troisieme somme :

n n+1 n 1
i+ 5103 )
2 fk) = Z 2o

n+1
= H(n) ! +Z——1— ( (271—1—1)—%[{(71)—1)
:H(n)+n+1—|—H(n)—1—4H(2n—|—1)—|—2H(n)+4

Conclusion,

R B 1
vn € N*, Zf(k)—3+4H(n)—4H(2n+1)+7n+1.

Partie 11

816
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Soit h une fonction de classe € sur [1;+o00], & valeurs positives, et 3" a, une séries & termes strictement

positifs.

|| la partie entiére de z, et on pose :

Pour tout réel positif z, on désigne par n,

avec la convention A(0) = 0.

1. Voici le graphe de la fonction partie entiere ¢ — [¢] :

Voici le graphe de la fonction ¢ — ¢ — [¢] :

2. Soit (), une suite réelle. Soit n € N*. Montrons que
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S AGK) (s — ) =
k=1

NE
M=

B
Il
—

=1

al> Uptr1 — Uk) car k est entier

k
Z ar (Uug+1 — ug)
1

Il
M=

T
I

n

I
M:

T
N

k=l

n
ag Z Uk 41 — Uk)
k=l

I
[M]=

T
I

I
M:

N
I
—

n n
= Up 1 Z a — Z ajuy

= Unt1A(n Z aguy.

Z a; (ug41 — ug) car la somme est triangulaire

ay (Up+1 — uyp) car la somme est télescopique

Or on observe que pour tout [ > 2, u; = Zul — Zul = A(l) — A(l —1), ce qui est encore vrai si

=1 car A(0) = 0. D’ou,

7 AGK) (st — w) = wnr Aln) — 3" (A@) — A= 1)) .

Conclusion,

Vn e N, 30 AK) (et — ue) = 30 (AGk = 1) — AGK) e + Al

Soit z > 1. Montrons que A (n,) = A(z).

On a n, = |z] € N*. Donc par propriété de partie entiére, n,, = [ny| = n,. Ainsi, comme n, > 1,

Nng

=S =S a=A

Conclusion,

Vz>1, A(n,) = A).]

k+1 k+1
Soit & & N*, montrons que | A()H/(t)di = A(k) /k W (1) dt.
Puisque k > 1, Vt € [k;k + 1], on a t > 1. Donc par la question précédente,
Vie[k;k+1], A(t)=A(n).
Or pour tout ¢ € [k; k + 1], ny = |t] = k. Donc

Ve [k k+1], A(t) = Ak).

10/[16]
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En multipliant par h'(t) et en intégrant, on obtient,

k+1 k+1 k+1
AR (2) dt = / A(k) W) dt = A(k) / W(t) dt.
k k —~— k
indépendant de t
Conclusion,
k+1 k+1
Wk € N, AW (8) dt = A(k) / W(t) dt.
k k
5. On pose par convention qu’une somme démarrant a 1 et finissant a 0 vaut 0. Soit = € [1;+o0].
Ny ’nz*l
Montrons que / AWK (t)dt = Z A(k) (h(k+ 1) — h(k)). Supposons x > 2, alors n, — 1 € N*.
1 k=1

Donc en sommant le résultat de la question précédente entre 1 et n, — 1, on a

ne—1 g41 nz—1 k+1

A(t)h'(t) dt = Ak W (t) dt.
> [, Aww@a= X am [

Par la relation de Chasles, si x > 2,

ng—1 ng—1

[ AR @®d = 3 AR ROITET = 3 AR (B (k+ 1) = h(E)
k=1

0
Si x € [1;2[, alors n, = 0. Donc dans ce cas, Vt € [0;1], ny = 0 et donc A(t) = Zak = 0 par
k=1

Ny nzfl
convention. Ainsi, A(t)h' (t)dt = 0. Et d’autre part, on observe que Z A(k) (h(k+ 1) — h(k)) =
1 k=1

~1
Z A(k) (h(k + 1) — h(k)) = 0 par convention. Donc 1’égalité précédente est encore vraie si x € [1;2[.
k=1

Conclusion,

ny—1

Vo > 1, /n ABR () dt = 3" A(K) (h(k + 1) — h(k)).
1 k=1

6. Soit k > 1. Exprimons A(k) — A(k — 1) en fonction de ag. Si k > 2, alors k — 1 > 1 et donc

k

k—1
A(k) —A(k—l) :Zai—Zai = ag.
=1

=1

Si k=1, A(1) — A(0) = A(1) = YL, a; = a;. Donc la relation précédente reste vraie. Conclusion,

\VkeN', A(k) - A(k — 1) = a.|

Ng—1 n
7. (a) Soit x > 1. Montrons que Y A(k) (h(k +1) — h(k)) = Y (A(k — 1) — A(k)) ug + A(n)tpt1.-
k=1 k=1

11/16



Mathématiques PTSI, Maths C 2023 Junior Cor 2023/2024

Supposons x > 2. Alors n,—1 > 1. Donc par la questionen posant pour tout k € N*, uy, = h(k)
et en prenant n = n, — 1 € N*,

ng—1 ng—1
> A(k) (h(k+1) = h(k)) = > (A(k — 1) — A(k)) h(k) + A(ny — 1) h(ny)
k=1 k=1

=2 (A(k=1) = A(k)) h(k) = (A (ng — 1) = A(ng)) h (ns)

+ A(ng — 1) h(ny)

Siz € [1;2], ny = 1 donc nil A(k) (h(k+1) —h(k)) = 20: A(k) (h(k+1) —h(k)) =0 et
k=1 k=1
i (A(k —1) — A(k)) h(k) + A (nz) h (ne) = (A(0) — A(1)) h(1) + A(1) h (1) = 0.
k=1
Donc 'égalité précédente reste vraie si k = 1. Conclusion,

Ny

ny—1
Ve =1, S A(k) (h(k+1) = h(k)) = 3 (A(k — 1) — A(k)) h(k) + A (ny) b (ng) .
k=1 k=1

(b) Soit > 1. Montrons que Z arh(k) = A(x)h(z) —/ AW (t) dt.
k=1 1
Par la question [6.| pour tout k¥ € N*, a;, = A (k) — A(k —1). Donc
> aph(k) = (A(k) = A(k— 1)) h(k)
k=1

k=1

— 3 (A(k— 1) — A(K)) h(k)
k=1

1

- nkil A(k) (h(k + 1) — h(k)) + A (n) h(ng)  par la question précédente

— A(na)h(ny) — /1 AN () dt  par la question

— A(na)h(ny) — ( /1 AW () dt + / AW (1) dt> par la relation de Chasles
— A(ng) b (n) /j AR (1) dt + /: AR () dt.

N Na
Or pour tout t € [ng; x|, |t] = ng donc A(t) = Z ap = Z ar, = A (n;), indépendant de ¢, donc
k=1 k=1

zahk: = A(ng)h(ng) — xAth’t dt " ng) b (t) dt

> ah() = A(na) b () = [T AWK @ e+ [ A ) )
:A(%)h(%)—/1 A(DH (1) dt+A(nx)/n‘h’(t)dt
— A(na) b (ng) — /jA(t)h'(t) dt + A (ny) (h(x) — h (ng))
— A(na)h(z) — /f AR (1) dt

— A(@)h(z)  par[3]

12/16
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Conclusion,

Ve > 1, ni arh(k) = A(x)h(z) — /m AW (t) dt
k=1 1

8. On suppose désormais que, pour tout entier naturel non nul n : a,, = 1.

(a) Soit ¢ > 1. Montrons que A(t) = n;. Par la question [3.| A(t) = A (n;). Donc
nt nt
t):Zak221:nt
k=1 k=1

Conclusion,

V=1, A) =

(b) Soit z > 1, alors n, > 1. Montrons que ngh (n;) — h(1) = / ’ h(t)dt +/ ’ th'(t) dt.
1 1

Posons

Vi > 1, {
u(t) = h(t).

Les fonctions u et v sont ¢! sur [1;+oo[ donc sur [1;n,] et
") =1
V> 1, {u/( )
V(1) =

Donc par intégration par parties,

Nx

h(t) dt = [th(t)]=T — /1 " () dt = ngh (ny) — (1) — /1 ") dt.

1

Conclusion,
Ve =1, noh(ne) —h(1) = [ h(t)dt +/ “Hn(t) dt.
1 1
(¢) Soit > 1. Montrons que Z h(k +/ : (t —ng) W () dt + ’ h(t)dt.
k=1 1
Puisque pour tout k& € N* ap = 1, Z h(k Z arh(k). Donc par la question baie avec 2/ = ng,
k=1
> h(k) = Al ng) — [ A () dt
k=1 1
Or n, € N* donc n,, =ny :
Z h(k) = nzh (ng) — / ’ ngh' (t) dt par la question
k=1 1
1) + / ’ h(t)dt + / ’ th!(t) dt — / ’ neh/(t) dt par la question précédente.
1 1 1
Conclusion,

Vo> 1, Zh(k):h(l)Jr/ m(t—nt)h’(t)dt+/ " h(t) dt
k=1 1 1
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9. Dans ce qui suit, on suppose désormais que h est la fonction qui, a tout réel ¢ > 1, associée :

) = .

2n — |V2
(a) i. Montrons M = O (1)
n? n—+00 n?

Pour tout n € N*, Von—1< L\/inJ < v2n. Donc —v/2n < — L\/inJ < 1—+/2n. Ainsi,

0<V2n— L\@nJ < 1.

Ou encore,

Vn > 1, 0<n2(W)<1.
n

\/i‘rz—ng\/inj) / (71,12)> est bornée. Conclusion,
neN*

Par conséquent, la suite ((

\@n—b@nj O(l).

n2 n—+o0o

V2n — | V2n|

ii. Montrons que Z 2

neN*

converge.
n

1
On sait que Z — converge absolument en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1.
neN*

Donc par la question précédente et le théoréeme de comparaison de domination des séries,

v V2n — [V2n]

n2

converge.
neN*

+o00
2n — [v/2
ili. Déterminons ¢/ = lim Z m—w

N—~+o00 =N

Par la question précédente, pour tout N € N* il est possible de définir le reste d’ordre

N — 1 de la série ZM +WM

2 n=N n2
neN* n

n

: Ry = , la somme totale S =

Soee m_niw et pour tout N > 2,

By—5-3 W
n=1

Or par définition de la convergence de la série, on a

li 1 =0.
NirfrlooRN ! 0

Conclusion,
£=0.

On admet dans la suite que

/m(t V¥ i [ Y existe dans Ret que fim [ (t—n) T = ¢
—Nt) —= = 1m — Nt ) —= €ex1ste dans (] ue 1m —N¢) —w = L.
1 t 12 A—+o0 J1 t t2 d N—+oo JN t 12
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N dt N
(b) Soit N € N*. Montrons que Z =1 —|—/ / (t—ng) —
1

k= 1
On a, pour N >

dt
iz

Ndt N dt Nt—t+n
1+/ / —nt)t—2:1+/ Ttdt
1

N
:1+/ %dt

2

— dt par la relation de Chasles

:1+Z/k t—2dt car pour tout t € [k;k+ 1], ny =k

N-1 t=k+1
:1+Zkz{—}
k=1 t=k
N-1
1 1
SIS MR
= \k k41
—1+N_1/-c>< 1
= k(k+1)
-1
1
= k+1

Si N =1,

N dt N dt
1+ 7*/ (t—n) L =
1

1

et I’égalité reste donc vraie. Conclusion,

N
1 N dt N dt
VN € N* —=1 - _ )
ew, =t [ [Tu-mg
=1
Y1
(¢) Montrons qu'il existe v € R telle que z_:l N e In N +~+o0(1).

Par la question lim 4400 flA (t—n¢) & dt
A de
L=l t— )
A—1>r—ll-loo 1 ( nt) t2

15/)16]
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Par la question précédente, pour tout N € N*,

iv:l—l—I—/th—/N(t—n)dt
k- t L Y2

1

k=1
N dt
—1+In( )—/1 (t—n)
Ainsi,
iy |
k:1EN_>:+ool+ln(N)—L+o(l).

Posons v =1 — L € R, alors, on en conclut que

N1
= InN+~v+o(1).

1 k N—+oco

(d) Par la question précédente, comme 2n+1 — o0,
n——+00

AH(n) —4H (2n+1) = 4(In(n)+y+0(1)) —4(In(2n + 1) + v + o(1))

n—-+o0o

= 4In(n)+4y+o(l) —4In <2n (1 + %)) — 4y +o0(1)

n—-+o0o

— 4ln(n) + o(1) — 41n(2) — 4In(n) — 41n (1 n 21n>

n—-4o0o
—_————
=o(1)
e —41n(2) + o(1).
Conclusion, (4H(n) —4H (2n + 1)), cn- converge et
lim 4H(n) —4H (2n+ 1) = —41n(2).
n—-+o0o
+o0
(e) Déterminons la valeur de Z f(n).
n=1
Par la question [5.d pour tout n € N*,
" 1
k)=3+4H(n)—4H (2 1 .
> f(k) =3+4H(n) —4H (20 + 1) + ——

k=1

Donc par la question précédente, on retrouve que Z f(n) converge (question i et on en
neN*
conclut que

+oo
> f(n) =3—4In(2).
n=1

La constante d’Euler, qui permet d’obtenir un équivalent des sommes partielles de la série harmonique, est
tres utile pour calculer explicitement des sommes de séries, comme cela est fait au cours de la premiére
partie du probléme. Elle peut s’exprimer en fonction d’une intégrale généralisée faisant intervenir la partie
fractionnaire, comme cela est étudié¢ au cours de la seconde partie.

Fin du corrigé
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