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Préambule

1. Rappelons, pour tout réel x de ]—g; Z [, les deux expressions (I'une faisant intervenir la fonction
cosinus, I'autre la fonction tangente) de la dérivée de la fonction

x +— tan(z).

D’apres le cours, on a directement

1

T
Vo € }—5; 5[, tan’(z) = 1 + tan?(x) = (2]’

2. (a) Montrons que la fonction g qui, & tout réel @ de J0;x[\ {5}, associe g(x) = se prolonge

1
tan(z)’
en une fonction ¢ continue sur |0; 7[ et montrons que § est dérivable sur ]|0;w[. On a

1
li =—=0.
Jim, g9(z) oo
<5
De méme,
1
lim g(x) = — =0.
T —00
r>%

Donc lim g(z) = 0 et existe bien dans R. Donc en posant

PRI {g(az) Sil’E]O;W[\{%}
g(x)siz= 7.

On prolonge

‘ g en une fonction continue sur |0; 7[. ‘

De plus, pour tout x € ]0; 7|\ {g},

1 cos(x)

~ tan(z)  sin(x)

; ; L (T) = cos(5) _ 0 _
ce qui reste vrai en 5 : g (%) =0et Singgg = 7 = 0. Donc
_ cos(x)
Yz € ]0;m|, = — .
reloal, i@ = o

La fonction cos est dérivable sur ]0; 7| et la fonction sin aussi et ne s’annule pas sur cet intervalle.
En tant que quotient, on en déduit que

‘ g est dérivable sur ]0;|. ‘
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(b) Déduisons-en une primitive sur |0; 7[ de la fonction

T —

sin?(z)’
On sait que § est dérivable sur ]0; 7[. De plus,

sin?(z cos?(x
Vo €0, g'(x) = (SI)D—;(ZE) = - sin?(z)’

Conclusion,

cos o 1
= — est une primitive de — sur |0;7[.
sin sin

S}

3. On consideére les fonctions
fi:x— tan (g) et fo:xzr—In (tan (g)) .

(a) Explicitons les domaines de définitions respectifs Dy, C R et Dy, C R des fonctions fi et fa. Soit

r€R. Ona
x € Dy, & geR\{nglm‘keZ}
& reR\{r+2kn|kecZ}.
De plus,
reDy, - tan (%) existe
tan(%)>0
x T
& dkeZ, 0+2kn<x<m+2km
& x € U]2k7r;7r+2k‘7r[.
keZ
Conclusion,

Dy, =R\ {r+2kn |k€Z}, Dy =JI2kmn+ 2kn][.
keZ

(b) Montrons que les fonctions fi et fo sont périodiques, de périodes respectives T} et T> que 1'on
explicitera. On note que si x € Dy,, alors x + 27 € Dy, de plus,
x
;)

f1($+271'):tan(g—|—ﬂ') :tan<

car la fonction tan est m-périodique. Donc f; est T1 = 2m-périodique. De méme, si x € Dy, alors
x+2m € Dy, et

fa(z +2m) = In (f1 (z + 2m)) = In (f1(2)) = fa(2).

Conclusion,

‘1es fonctions fi et fy sont 27r—périodiques.‘

(¢) Donnons les domaines de dérivabilité respectifs des fonctions f; et fo. En tant que composées de
fonctions dérivables sur leurs domaines de définition, on en déduit que

‘ f1 et fa sont dérivables respectivement sur Dy, et Dy,. ‘
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(d) Donnons, en tout réel x du domaine de dérivabilité de la fonction f1, ’expression de fi(x). Pour
tout © € Dy, on a

filx) = 1tan’ (E) = ! = ! = !
e ~ 2cos? (%) QH%S(I) 1+ cos(x)

Conclusion,

(e) Montrons que, en tout réel = de dérivabilité de la fonction fs,

1
- 2sin (%) cos (%)

fa()

et déduisons-en une expression simplifiée de f;(x). Pour tout z € Dy,, on a par la question
précédente,

fo(x) = (In (fi(x)))’
_ fil®)
fi(z)

1
20052(%)

tan (3)

—_

Or 2sin (%) cos (%) = sin(z). Conclusion,

! _ 1 = 1
Vz € Dy, falz) = 2 sin (%) cos (%) ~ sin(z)’

(f) Etudions les variations des fonctions f; et fo et donnons leurs tableaux de variations respectifs
sur une période, en précisant les limites aux bords.

Donnons, également, les valeurs des fonctions fi et fo en § [27]. Par la question pour tout

z € Dy, fi(z) = @ > 0. Donc f; est strictement croissante sur |—m;7w[. De plus,

x
lim fi(z) = lim tan (=)= lim tan(y) = —ooc.
T—=—T T——T 2 y——=
xr>—T r>—T 7T

y>—3

De plus, la fonction fi est impaire et par imparité, on a aussi lim f (x) = +o00. De plus, fi (g) =

A

tan (%) = 1. Ainsi,

+o0
bil
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D’autre part, par la question précédente, pour tout x € Dy,,

fz) = —— >0

~ sin(x)

Donc la fonction fo est strictement croissante sur |0; 7[. De plus,

. T f . +\
algl_r)%fg(x) = ;%ln (tan (2>) =In (07) = —oo0.
>0 x>0

. . x
lim fo(z) = lim In (tan (5)) = In (4+00) = +0o0.
T T

Enfin, f; () = In (tan (§)) = In(1) = 0. Conclusion,

3
|
3
e
N
3

fo

(g) Tragons, sur un méme graphe (échelle : 1 cm pour une unité), la courbe représentative de f; sur
Dy, N [—2m; 27| et la courbe représentative de fo sur Dy, N [—27; 27].

A
4t
3 e,
91
14
—27 —7 /2 7 2:
-1 Cng
-2
-3
—4
4. On considere la fonction .
f3ix— —F—.
cos?(x)

(a) Explicitons le domaine de définition Dy, C R de la fonction f3 ainsi que son domaine de dériva-
bilité. Soit z € R,

x € Dy, & cos?(x) #0 & :I:ER\{g—i—lmr’keZ}.

ViE
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Conclusion,

D, =R\{J +kr|keZ}.

De plus, f3 est dérivable sur Dy, comme composée de fonctions (cos et inverse) dérivables sur
leurs domaines de définition. :

‘ f3 est dérivable sur D f3.‘

(b) Etudions les variations de la fonction f3 sur [0; ﬂ et donnons son tableau de variations, en
précisant les limites aux bords. La fonction cosinus est décroissante sur [0; ﬂ et a valeurs dans
R% . La fonction z z? étant décroissante sur R%, par composée, on en déduit que f3 est

décroissante sur [0; ﬂ De plus f3(0) =1 et f3 (%) = (11>2 = 2. Conclusion,
V2

fy /

1

8
o
INE

Partie I

* On aura besoin dans cette partie du résultat suivant que I'on pourra admettre : soit (), une suite de
réels telle que
VneN, z, >0, et lim =z, =0.

n—-+o00
Alors, la série dite alternée Z (—1)" z,, converge de plus,
neN
+oo
VneN, Ryl =| Y (=1)"an| < ny1.
k=n+1

1. (a) Donnons une primitive sur R’ de la fonction logarithme népérien In. La fonction

’t +— t1In(t) — ¢t est une primitive de la fonction In.

Cela se détermine par une intégration par parties.

/61 In(t) dt.

/11n(t)dt— [tIn(t) —t]'=l =eln(e) —e—(0—1) =eln(e) — e +1.

(b) Soit € > 0. Exprimons, en fonction de ¢ :

Par la question précédente,

Conclusion,

/lln(t)dt:1—5+sln(s).

1

(¢) * Déduisons-en si lim [ In(t)dt existe ou non. Par croissance comparée lir%sln (¢) = 0. Donc
E—

e—0 J¢
e>0 e>0

par la question précédente,

1 1
lim [ In(t)dt existeet lim [ In(¢)dt =1.
e—0 /g e—0 Je
e>0 e>0
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2. * Déterminons un équivalent simple en 0" de la fonction f : z — In (tan (%)) Posons u(z) = 7,
puisque u(z) — 0 et que tan(u) = u+ o(u), alors
T—+00 u—0

3.

flz) = In (f+o(x)) = In(z) —In(2) + In (1 +0(1)).

z—0 2 z—0

Conclusion,

(a)

In (tan (g)) i In(x).

* Déterminons le développement limité & l'ordre 2n + 1 en 0 de la fonction arctangente (arctan)
et notons (ay) ke[0;2n+1] 168 coefficients de ce développement limité :

2n+1
arctan(x) =, Z arz® 4+ o (x2"+1) .

_>
Y k=0

On sait que

n . a2kt
arctan(x) =, Z (-1) ST +o (z*).

Ainsi, les coefficients sont données par

(-1*

Vk € [0;n], a9 =0 et aggy1 =

2k +1°
(—1)" p2n+1
* Déterminer suivant la valeur de x € R la nature de Z anx" = Z ~————— Soit z €
2n+1
neN neN
. _ (=D"a?ntt
]—1; 1[. Posons pour tout n € N, u,, = 47— Ona
|$Fn+1

VneN, 0< |u,|= < o = 2] x (2%)"

2n+1
Or la série Z (w2)n converge en tant que série géométrique de raison x? € ]0;1[ C |—1;1[. Deés

neN
lors, par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs,

Z |un| converge.
neN

Par conséquent, E uy converge absolument. Or la convergence absolue implique la converge.

neN
Donc si z € |—1; 1], la série Z Uy, converge.
neN
Si x = 1, alors pour tout n € N, u,, = % Posons pour tout n € N, z,, = ﬁ Onax, >0
et x, — 0. Donc par le critére des séries alternées (la propriété admise en début de partie),

n—-+00
on en déduit que

> up=> (-1)" z, converge.

neN neN
Si . L[ (=1)"a2ntl . . N
ix > 1, alors, par croissance comparée, (W)%N diverge et donc Z uy, diverge grossie-
neN
rement et donc diverge.
. 1 1 1 .
Si x = —1, alors on a pour tout n € N, up, = 5.3 W T Or Z — diverge en tant que
neN*

série harmonique et pour tout n € N*, % > 0 donc par le théoreme des équivalents des séries a

termes positifs, on en déduit que Z uy, diverge.
neN

JE
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Enfin, si # < —1, alors (uy),,cy diverge et donc la série Z uy, diverge grossierement. Conclusion,

neN
—_1\" 2n+1
Z (2)331 converge & ze€|-1;1].
neN n+
4. * On admet que
t n 2n
lim arc an( Z/ dzx.
e—0 27”L +1
e>0
n 2n

Exprimons Z / o1 + 1 dz en fonction de la somme d’une série, et sans le signe intégral. Pour
n

tout n € N

NV
dz = nq
/0 m+1 F 2n+1/0”3 .

(_Dn $2n+1
T o+l l2n+1],,
(=1)"
(2n +1)%
Donc par ce qui est admis, on conclut que
1 —+00 1\

lim arctan(z) do — Z (—1) N
SCECI n=0 (2n+1)

5. On pose :
= Z

(a) Montrons, & l'aide du changement de variable tan (3) = u, que :

tiy [ % (1o () ar = —2c.
e>0

Soit € € ]O; g] Pour tout x € [5; %], posons u = tan (%) i.e. x = 2arctan(u). Si x = ¢, alors

u = tan (% et si x = 7, alors # = 1. De plus, la fonction u + 2arctan(u) est €1 sur [tan (%) ; 1]

et de = T+a2 du. Ainsi,
3 x 1 2
/E In (tan (§)> dz = /tan( ) In (u) T du.

=
2

2n—|—1

Posons pour tout u € [tan (%) ; 1},

{f(u) = 2arctan(u)
9(u) = In(u).

Les fonctions f et g sont €' sur R* et donc sur [tan (%) ; 1] et

el (). {507

g(u)za-
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(c)

Par le théoréeme d’intégration par parties,

1 arctan(u)

du

! 2 _ u=1
/tan(g) In (u) T du = [2arctan(u) ln(u)]u:tan(%) — /tan(;) "

=0-— 2% In (tan (%)) — /t:n(;) zzmrctzn(u) du.

Or on a vu que In (tan (%)) ~ In () donc eln (tan (%)) ~ eln (). Donc par croissance
3 3

lim eln (tan (E>) =0.
e—0 2

e>0

comparée,

De plus, quand ¢ — 0, alors ¢/ = tan (%) — 0. Ainsi, la limite existe et

iy [ 1 (5)) o = (<25 (e (5)) - [ 2 )

B0
1
t
—0— lim 2 arctan(u) 4
&38 Jwn(s)

Par la question précédente, on en déduit que

lim 2 In (tan (f)) dx = —2C.
e—0 Je 2
e>0

Justifions que % est une valeur approchée de C (on donnera la précision). Pour tout n € N, posons

Ty = . On observe que pour tout n € N, x,, > 0 et

_ 1
(2n+1)2

lim =z, =0.
n—-+00

Donc par le critere spécial des séries alternées (la propriété admise en début de partie) la série

_1)»
Z <7)2 converge de plus,

et (2n+1)
YN eN, |Ry|= +ZOO ED" e
7 n=N+1 (2n+ 1)2

En particulier pour N =1,

+oo n +o0 n
-1 1 -1 1 1
D I B ) D = Ly (R |
n=o (2n+1) 25 i (2n+1) V4|25

8 1

& C—-| < —.

’ 9‘ 25

Conclusion,

8
9 est une valeur approchée de C a une précision de 0,04 pres.

Pour tout entier naturel non nul N, on pose :

B N (_l)n
SN _,;) 2n+ )2

e
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Soit p un entier strictement plus grand que 2. Donnons la valeur d’un entier naturel non nul N
a partir de laquelle Sy est une valeur approchée de C & 10727 preés. De méme que la question
précédente, on a

IC — Sy| <1072 & |Ry| < 10727,
Or Ry < xny11 = m Donc il suffit de prendre
1
AN TP <107% & 2N +1)% =107
& 2N + 3 > 107
10— 3 3
& N>— :5><10P—1—5

N étant un entier, il suffit de prendre,

(N =5x10"—1]

Partie 11
On considere I’équation différentielle sur |0; 7] :
@) @) = 2D ()
4 e = sin(z)

1. On introduit la fonction f4 qui, a tout réel x de ]0; 7|, associe :

fa(x) = sin(z) In (tan (g)) .
Montrons que, pour tout réel x de ]0; 7| :

cos(z)

1

= — + )
4 ($) f4($) sin(:n)
La fonction sinus est deux fois dérivable sur R et donc sur |0; 7| et la fonction fo est deux fois dérivable
sur |0; [ donc pas produit, fq = sin fo est deux fois dérivable sur |0;7[, de plus, par la question
pour tout z € ]0; 7|,

fi(x) = cos(z) fo(z) + sin(z) x = cos(z) fo(x) + 1.

sin(x)
Puis,
1 cos(x)
{(z) = —si cos = —
4 (‘T) IH(IE)fQ(I') + (‘T) sin(:p) f4(ZL‘) + 51n(a7)
Conclusion,
cos(z)
Vo € ]0;7|, L(r) = —
Z ] ﬂ[ 4 (Q?) f4(.%') + SlIl(.'L‘)
2. Résolvons I’équation homogene associée a (£) donnée par
Vo €07, y'(x) +y(z) = 0.
L’équation caractéristique associée est donnée par r2 +1 =0 < 72 = —1 dont les solutions sont i et

—i. Des lors, ’ensemble des solutions de 1’équation homogene est donnée par

& 7{ 10;7] — R
o = z +— Acos(z)+ Bsin(z)

e

‘(A,B)eﬂz@}.
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3. Montrons que les solutions y de (€) sur |0; [ sont de la forme :

Yy =190+ fa

ou yp est une solution de I’équation homogene associée a (&).

Par la question [1.| la fonction f4 est une solution de ’équation (£) donc d’apres le cours, I’ensemble
des solutions de (£) est donné par

Fe={fa+y |y € g}

Ainsi, par la question précédente,

10;7] — R

7e= { — fa(x) + Acos(z) + Bsin(zx) ‘ (4,B) € R2} '

4. Dans cette question, on souhaite retrouver de facon différente le résultat obtenu précédemment. Pour
cela, on cherche les solutions y de (£) sur |0; 7[ de la forme :

x — y(x) = z(x) sin(z)

ou z est une fonction deux fois dérivable sur ]0; 7.

(a)

Montrons que si y est solution de (€) sur ]0;7[, alors 2’ est solution sur ]0;7[ d’une équation
différentielle de premier ordre, notée (£'). Supposons y solution de (&) sur |0; 7| :

cos(z)

Vo e |on[, ¢'(z)+ylz) = sin(r)”

Puisque z est deux fois dérivable sur |0; [, on a y” = 2" sin 422’ cos —z sin. Ainsi,

cos(z)

Yz €]0;n[, 2"(z)sin(z) + 22 (2) cos(x) — 2(x) sin(z) + z(z) sin(z) = sin(z)
T (e Nz cos() = cos(x) car sin(x
= Vo € J0sa, () + 224 )sin(x) sin?(x) 070

Conclusion, Z = 2’ est solution de ’équation différentielle suivante :

el 20 +2@FE G )

Déterminons les solutions de 1’équation homogene associée a (€'), puis appliquons la méthode de
variation de la constante pour déterminer les solutions de (£’). Nous donnerons alors, pour tout
réel = de ]0; 7r[, expression de 2/(x) en fonction de z.

L’équation homogene associée a (£') est donnée par

Vo €0, Z'(z)+2Z(z)— =0 (&) -

cos(x)
sin(x)
'une est donnée par z — 21In (|sin(z)|) = In (sin?(z)). Dés lors, I'ensemble des solutions de (&£j)
est donné par

La fonction z +— 2 est continue sur |0; 7| donc admet des primitives sur cet intervalle dont

o = 10;7] — R AcR
& — = Ae—ln(sin2(x)) )

10/18;
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ou encore
o = 10;7] — R AeR
& = S € :
sin?(z)
Soient Z une fonction dérivable sur |0; 7|, Zy = ﬁ et A = Z% car Zp ne s’annule pas sur |0; 7].

La fonction A est dérivable sur |0; 7| en tant que quotient et 'on a

Z solution de (5')

o veelnal, 2)+22( 5 - S50

cos(x)  cos(x)

& Vo €10;7[, N(z)Zo(z) + MNz)Z)(z) + 2 X(2) Zo(z)

sin(xz)  sin®(z)

=0 car Zp€.Lsr
0

cos(x) 1
v 0: N - T\ 7 = —#0
& x € ]0; 7], (x) 7o) sin(z) cos(z) car Zy(x) 2 (2) +
& JA€eR, Ve €]0;7[, A(x)=sin(z)+ A
i A
& JAeR,Vze|on], Z(z)= %
sin®(x)
Conclusion,
0;7] - R
Fer = { r = — 124 + 1 AeR ;.
sin?(z) sin(x)
En particulier, il existe un réel A € R tel que
A 1

Vz €0, 2'(x)=

sin?(z) * sin(x)’

(c) ATlaide du Préambule, exprimons, pour tout réel z de |0; [, z(z) en fonction de x. Par la question
la fonction 2 est une primitive de 31% sur |0; 7[ et par la question fo:rxz—1In (tan (%))

sin
e ey 1 . . o
est une primitive de & sur Dy, donc sur |0;7[. Donc par la question précédente,

J(A,B) e R*, Vz € ||, z(z) = cos(z)

+ fo(z) + B.

sin(x)

(d) Montrons que l'on retrouve bien 'expression des solutions de (€) sur |0; 7[ obtenues plus haut.
Puisque y = zsin, par la question précédente, il existe (A, B) € R?

Vo €)0;7[, z(xz)= Acos(x)+sin(x)fa(x) + Bsin(z) = fa(x) + Acos(x) + Bsin(z).

Ce raisonnement d’analyse permet de retrouver le fait que si y est une solution de (£) alors y
s’écrit bien sous cette forme. Une synthese permet de montrer que ces fonctions sont aussi toutes
solutions. Conclusion, on retrouve bien I’ensemble des solutions précédemment établi :

10;7] — R

Se = { r — fi(x) + Acos(x) + Bsin(z)

‘(A,B)ERQ}.

11/18
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Partie II1

On introduit les fonctions G et H, définies respectivement sur les domaines Dg C R et Dy C R, par :

s 2

Ve e Dg: G(z)= /4 e @@ df
0

Vez €Dy : H(x) :/ e dt.
0

22
1. Explicitons, en le justifiant avec soin, Dg. Soit € R. Alors la fonction 6 +— e <2 est continue

sur le segment [0; ﬂ comme quotient et composée de fonctions qui le sont car la fonction cos ne
s’annule pas sur cet intervalle. Donc G(z) existe. Ceci étant vrai pour tout z € R, on en conclut que

2. (a) *Soit g:ur e~“*. Montrons que g est 1-lipschitzienne. La fonction g est €' sur R et

2

Vu e R, ¢'(z)=—2ue™ .
La fonction g est deux fois dérivable et 'on a de plus,
VueR, ¢'(u)=-2e" +4u2e ™ =2 (2u® —1).

Dés lors, ¢"(u) >0 < 2u®2>1 & u> OU u < —-%. La fonction ¢’ est donc croissante

1
V2

V2
sur ]—oo; —%] et [%, —I—OO[ et décroissante sur [—%; %} De plus,
lim ¢'(u) = lim ¢'(u) =0 par croissance comparée
U——00 uU——+00

enfin ¢’ (%) = —\2e 2 ¢t ¢ (—%) = /2e /2. Ainsi, on obtient le tableau de variations
suivant :

+00

8
|
g
|
Sl

V2
V2e-1/2 0
g / T~ /

0 —V/2e1/2

En particulier,

2
VueR g <vaett=vaeT= 2

Or2<ed0nc%<1donc
VueR, |¢(u)| <1
Soient (x,y) € R?, x # y. La fonction g est continue sur [z;y] (ou [y;x]) et dérivable sur ]z;y[
(ou Jy; z[). Donc par le théoréeme des accroissements finis, il existe u € |x; y[ (ou Jy; x[) tel que
g9(x) —gy) =g'(v) (z —y).
Donc
l9(2) =9 < |g' ()] |z — y| < & —y],

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

‘la fonction g est 1-lipschitzienne. ‘

12/18
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(b) Déduisons-en la continuité de la fonction G. Soient (z,y) € R?, on a

s 12 T _ 2
G(z) —Gy) = /04 e cos2(0) de—/o“ ¢ =@ df

[l o () e

Par l'inégalité triangulaire (car les bornes sont dans le bon sens) et la question précédente, on

obtient,
()~ ()|

x y
cos(9)  cos () ' do.

ISE

Gla) - Gyl < |

0

<
0

< cos (f) < 1 ou encore 1 < CO:(Q)

a3

fS)

< V2. Ainsi,

Or pour tout 0 € [O; ﬂ, on a

62) G < [ Vale—ylan ="y

Or quand y tend vers x, ”Tﬁ |x — y| — 0. Donc par le théoréeme d’encadrement, Par suite,

lim |G(z) — G(y)| =0 & lim G(y) = G(x).

Yy—x Yy—x

Donc G est continue en x et ceci étant vrai pour x € R quelconque, on en conclut que

’G est continue sur R. ‘

3. Montrons que
lim G(z)=0.

T—>—+00

Soit > 0. On a vu que pour tout 6 € [0; ﬂ, 1< (0 < /2. Donc

1 1
1< —5—+ <2 & 12— > -2
cos? (6) cos? (0)
Comme 22 > 0,
—x? _L > 92
cos? () ~ '

Par croissance de la fonction exponentielle,

2 _ 2 — 972
e >e " cos?(f) = e,

Par croissance de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

/Z e~ d > G(x) > /Z e 2" 49
0 0

ou encore

—2¢2

. 2 . P
Orlimy,4100e™ =lim;yy0e = 0. Donc par le théoréme d’encadrement,

lim G(z) =

T——+00

13/18;
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4. * On admet que G est dérivable sur Dg et que

™

Ve € Do, G(z) = /Z
0

2x a2
- e_ cos2(0) de X
cos? (6)

Plutot facile comme question dans ce sujet junior B) Dans le sujet original, il s’agit d’un petit
théoreme de dérivation des intégrales a parameétres.

5. (a) Explicitons Dp. Soit x € R. Puisque la fonction ¢ +— e~ est continue sur R, elle 'est notamment
sur le segment [0; ] (ou [z;0]). Donc H(z) = [ e~** dt existe. Ceci étant vrai pour tout = € R,
on en conclut que H est définie sur R :

D =R.

(b) Montrons que la fonction H est de classe C! sur Dy. On explicitera la dérivée de H. Puisque la
fonction A : t — et est continue sur R, par le théoreme fondamental de I’analyse, la fonction H
est 'unique primitive de h sur R s’annulant en 0. Donc H est dérivable et H' = h est continue
sur R. Conclusion,

2

H est €' sur R et pour tout z € R, H'(z) =e .

6. A laide du changement de variable v = x tan (f), montrons que, en tout réel x de son domaine de
dérivabilité, ,

G'(x) = —2e " H(x).

Soit z # 0. Posons pour tout 6 € [O; ﬂ, u = ztan (f) i.e. @ = arctan (%) car z # 0. Quand 6 = 0,
u = 0 et quand § = T, u = . De plus, la fonction u +— arctan (%) est €1 sur [0;2] (ou [x;0]) et

d6 = —YZ_ du. D’autre part, on observe que

(%)

:1+tan2(9):1+(g)2.

o
cos? (6) x

Donc par le théoréme de changement de variable et la question [£]

r 2

1 2x S
G'(z) = /0 "0 (0)° cos2(®) 16

= /x 2 (wQ + u2) e (@ He?) T gy
0o 2 4 u?
X

:/ —2e7 % o7 dy
0

2 [T
:—Qex/e“du.
0

Siz=0,o0na

G’(O):/ZOdG:O ot —2e*w2/ e du = 0.
0 0

La formule reste donc vraie si x = 0. Conclusion,

2

Vo € Dg =R, G'(x)=-2e" H(x).

14/18
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7. Montrons que la fonction H? + G est constante et précisons la valeur de cette constante. On a vu que

G et H sont dérivables sur R donc la fonction H2 + G est dérivable sur R et
VreR, (H?>+G) (z)=2H(z)H(z) + G (z)

—2e H(z)—2 e’ H(x) par la question [5.D] et la précédente
= 0.

Ainsi, il existe C' € R tel que pour tout xz € R, (H2 + G) (z) = C. En particulier,

_ (12 ([ ? 00, E
C=(H"+G)(0) = e "dt) + [T eVdd =0+ 7.
0 0

Conclusion,
T
Ve eR, (H*+G)(z)="=.
(H? +G) (r) = |
A 2
8. Déduisons-en la valeur de l'intégrale de Gauss AlirJrrl e ¥ dx, ainsi qu'une expression simplifiée
—+00 0

A
de lim A — +oo/ ot dt, pour tout réel x > 0. Par | question précédente, pour tout = € R,
0

H(z) =/ Z-Gla) o /Owe_tht: T~ G)

A 2 ™
VA €R, /e*w do = /5 - G(4).
0

Ou encore

Or par la question lim G(A) = 0. Donc par continuité de la fonction /- en T, on en conclut que

A—+o0
A

. .2 .
lim e 7 dx existe et
A—+00 ./

lim e ¥ dx =
A—+o00 Jo

Lt gy = VT
a3

Soient 2z > 0 et A > 0. Posons pour tout t € [0; A], s = /atie. t===carxz #0.Sit=0,s=0et

vz
sit=A, s =/xA. De plus, la fonction s

de changement de variable,

A VA 1 1 VaA
/ e~ gt = / e —_ds=— e=%" ds.
0 0 N3 vz Jo

Puisque v/z # 0, /A — +00 quand A — +o0. Donc par ce qui précede,

N

1 s

hmA—>—|—oo/ —ott qp =

Conclusion,

N
—xt? \/>
limA — +oo/ dt = 7

Partie IV

1. * Soit n € N. Rappelons le développement limité en 0 de la fonction sinus & 'ordre 2n + 1 :

n )k 2k+1

x%OkO 2]€+1

sin(z +o0 (a:2”+1) )

15/18;
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2. On considere la fonction ¢, telle que

sin(x) .
Vx e R: go(x):{ z stz 70

1 sinon.

* Montrons que ¢ admet un développement limité & 1’ordre 2n en 0 que 1’on précisera. Par la question

précédente,
sin(z) U=k e 2
(@) = = 2 +o (")
7 S (2k+1)!
Quand z =0, on a ¢(0) =1 et
k 0
L
= (2k+1)! 1!

Donc 'égalité asymptotique reste vraie en 0. Conclusion, ¢ admet un développement limité a ’ordre
2n en 0 donné par

n ka

a:—)O =0 2]6 + 1

+o0 (:UQ") .

3. Dans cette question, NV désigne un entier strictement positif, et 2 est un réel quelconque. On introduit
le polynéme Py tel que :

PN(X)=(1—f> (Hf) (1—;) (H;) ..(1 if;) <1+A}fﬂ>

Donnons ay le coefficient de X? dans Py(X). On a

0= (-5 (1-25) (-5

-1 -1 -1
)X2+---—|——2><—><~-->< X2V,
T 7

1 1
T (T T
<7r2+47r2 + +N27r2

Des lors, on observe que le coefficient devant X?2 est donné par
1 % 1
2 — n2’
4. On désigne par a le coefficient de 2% dans le développement * limité en 0 de ¢, et on suppose que :

lim ay =«a.

N—+o00
+oo
Déduisons-en, * grace au développement limité en 0 de ¢, la valeur de Z — . Par la question précé-
n=1

dente, pour tout N > 1

N 1

1
Donc Z —5 converge et
n

neN*
+00
1 2 1 2
Z—Q:—W lim ay =—n“a.
= N—+o00
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Or par la question
n k .2k 2
) 2n 33 2
= = 1—— .
:tﬁ(]kio 2]€+1 0(.%‘ )1%0 6+O(x)
Donc a = —=. Conclusion,

+o00 1 7.(.2

n=1
. Déduisons la valeur de
“+oo 1
7;) (2n +1)°
ainsi que celle de :
n=1 TL2

Soit N > 0. En séparant les termes d’indice pair et les termes d’indice impair, on a

2N+1 1 N 1 N 1
7; ﬁ:;(zn)”;}(znﬂ Z Z (2n + 1
Donc N i1 LN
Yol e il

Or par la question précédente, les deux sommes de droite convergent quand N — 4oc0. Donc
1
Y neN (@ny1)? converge et

io 1 _iol 14'2(>:°1_7r2 17r2_37r2_7r2
—en+1)? —n? 44?6 46 8
Conclusion,
n=0 (27”L + 1)2 8
De méme,
X (-t X1 E% 1 172 7% 7%(1-3)
= 3 — 3 = - — — =
n=1 n2 n=1 (Qn) n=0 (2n + 1) 46 8 24
Conclusion,
Xy 2
—on2 12
. On pose :
+o0o 1
D= 3
n=0 (477’ + 1)

Calculons 2D — C. Pour tout N € N,

2N+1 ( 1)TL 1 N 1

e Tl

= en+1)? e+ S eEn+1)+1)°

N 1 N 1
:g%@n+n _2%@n+$T
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Puisque toutes ces séries convergent (car convergent absolument par équivalence en valeur absolue

avec une série de Riemann).

+oo 1
C= - __D_
Z 4n+1) nzo(4n+3)2 Z 4n+3)
D
one 1 +o0 1 +o0o 1 +o00 1

n=0 <4n + 3) n=0 <4n + 1) n=0 4 n=0

Par la question précédente,

2
s
2D—-C=—.
8

7. On donne :
7.(.2
< = L2337+ 1074

Donnons une valeur approchée de D. (question trés vague puisque la précision n’est pas donnée, 43
est une valeur approchée de D si on veut...) Par la question

ngio,04:0,889i0,041.

Par la question précédente,

(2,123 +0,042) = 1,06 £ 0, 03.

N | =

1 (72 1
D:§ <%+c> :§(1,2337i0,0001+0,889i0,041) =

Conclusion,

D= 1,06i0,03.\

Dans ce probléme, les propriétés de fonctions trigonométriques permettent d’exprimer des sommes de séries

“+oo n
-1
classiques - comme C = E (2()1)2, ou C est la constante de Catalan - ou encore, la trés classique
n=0 n+

intégrale de Gauss, dont la valeur est déterminée ici a l'aide d’intégrales d paramétres.
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