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Chapitre XXVI : Géométrie du plan

Dans tout ce chapitre > désigne ’ensemble des vecteurs du plan. C’est donc une notation pour une interprétation
géométrique de I'espace vectoriel R? muni de la loi interne + et de - la multiplication externe par les scalaires de R.
On utilisera donc toutes nos connaissances des espaces vectoriels pour décrire Z.

On note également & ’ensemble des points du plan. Il s’agit a nouveau d’une interprétation géométrique de I'espace
affine R?.

Aparté : soit E un espace vectoriel. On appelle alors espace affine de direction E tout espace qui peut s’écrire & =
A+E={A+ 74 | U € E} ou A est un point fizé de &. Notamment si E = R? et A = (0,0) on obtient l’espace affine
simple R2.

I Reperes cartésiens, repéres polaires

 Pour tout (A4, B) € &2, il existe un unique vecteur o € P tel que ¥ = B— A. On le note & = AB.

—

e Pour tout u € —33, et tout A € 2, il existe un unique point B € 2 tel que B = A + u.

Remarque 1 :
o Autrement dit pour tout (A, B) € 22, B= A+ AB.
e En conséquence, pour tout A€ &, ona ¥ = A+ 2.

—

On appelle repére du plan affine & la donnée d’une base & = (z ,7) de P et d'un point O € Z. On le note
alors Z = (O; 7, 7) O est appelé 'origine du repere.

Dessin :

Remarque 2 :
e Une base est 1'objet efficace pour décrire ’ensemble des vecteurs d’un espace vectoriel. Un repére est son
équivalent pour décrire ’ensemble des points d’un espace affine.

o En particulier si O = (0;0) et si Z = (Lﬂ , {ﬂ ), on obtient le repére « canonique » pour le plan affine R2.

_ )

Soit #Z = (O; 7, 7) un repére du plan affine . Alors pour tout M € £, il existe un unique couple (z,y) € R?
tel que

M=0+z7+yj.

Le couple est appelé les coordonnées de M dans le repére %Z. On note alors M (z;y).

\. J
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, ) est une base de 2. Donc il existe

Démonstration. FEzistence. D’apres le pseudo-rappel, OM € P ot B= (7 7
(x;9) € R? tel que

matg (W) {m} ie. OM =z7 + y?.

Y
Donc toujours selon le pseudo-rappel, o
M=0+0OM=0+zi +yj.
Unicité. Soient (z,y,2',y") € R* tel que si M = O t2i4yj=0+2T+yjalosOM=zi +yj =a'i +vy'7.
Or % = (7, 7) est une base et est donc libre. Conclusion, (z,y) = («/,y’). O

Exemple 3 : Si € = (e1,e2) est la base canonique de R?, O (0;0) € & et Z = (O; ey, ez) le repére « canonique » de
P. Les coordonnées de M (z;y) dans %, dite coordonnées cartésiennes, sont simplement (x,y).

Remarque 4 :

—
1. Pour déterminer les coordonnées d'un vecteur @ € & dans une base 4, il suffit d’appliquer les formules de
changements de bases vues au chapitre sur les représentations matricielles.

2. Soit (7, 7) une base de & et (A, A") € 22 On note Z = (A; 7, 7) et Z' = (A'; 7, 7) les deux repéres
associés. Pour tout M € &, de coordonnées (x,y) dans le repére Z, on a

M:A—&—x?—&—y?zﬁl’—i—ﬂ—&-x?—&-y?
On pose (2,y") les coordonnées de AA dans la base (7, 7) On a alors,
M=A+ (=) T +y-y)J.

Avec ces notations les coordonnées de M dans le repére %’ sont donc (x — 2’,y — y'). Moralité : pour changer
Porigine d’un repére, il suffit d’effectuer une translation de vecteur —AA’.
3. Pour passer d’un repére # = (A; 7, 7) a un repeére Z' = (A’; 7’, 7’), il suffit donc de changer de base en

-, —
considérant le repere (A; A ) puis de changer son origine.

Exemple 5 : Soient A(2,1), B (5,12) et C (1,4) trois points du plan. Soit M (z,y) € £. Déterminer les coordonnées

de M dans le repére Z = (A; AB,AC).

- )

q - — 1 —> —> B . , — —> 7
Soient u, v € & deux vecteurs du plan. On note (@, v) la mesure de l'angle orienté entre uw et ¥, compté
positivement si I’'on tourne dans le sens trigonométrique pour aller de @ & U et négativement sinon.

Soit Z = (O; _f, 7) un repére de &. Pour tout M € &\ {O}, il existe un unique couple (r,0) € R’ x [0;27[ tel
que

M:O+rcos(9)7+rsin(9) 7.

Les réels (r, 6) sont appelés alors les coordonnées polaires de M dans le repére Z.

\. J

Démonstration. Soit (z,y) les coordonnées cartésiennes de M dans le repére Z. Puisque M # O, alors (x,y) # (0,0).
Donc d’apres le chapitre sur les complexes, il existe un unique couple (r,6) € R% x [0;27] tel que x = 7 cos (0) et
y = rsin (0) ou r est le module de M et 6 son argument entre [0; 27]. O

Remarque 6 : On a alors comme dans les complexes, 7 = OM et 0 = (7, OM )
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Dessin :

II Opérations sur les vecteurs

II.1 Le produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E, toute application (-|-) de E? dans R (forme sur
E?) étant
o bilinéaire :
1. Pour tout z € E, ¥V (y,y') € E?, V(\, ) € R?,

(@A y+py') = X(zly) + pu(zly’) .
2. Pour tout (z,2') € E?, Vy € E, V(\, 1) € R?,
Az + pa'ly) = Azly) + p(z'ly) .

o symétrique : ¥V (z,y) € E?, (z|y) = (y|z).
o positive : Vx € E, (x|z) >0
o définie :Vx € E, (z|z) =0 = z =0g.

J

Remarque 7 : Vous verrez 'année prochain qu’'un espace vectoriel de dimension finie avec un produit scalaire est
un espace euclidien et vous étudierez ces espaces.

_ h

Soit ¢ = (e1,€3) la base canonique de R2. Dans ﬁ, il existe un unique produit scalaire (-|-) vérifiant

@y =(@le)y=1 et (&e)=0.

[

De plus le produit scalaire vérifie

V(T,7) = (m , M) €2, (R =2 +yy.

\ J

Démonstration. Unicité. Soit (-|-) un produit scalaire vérifiant
(eller) = (&2le3) =1 et (ef]es) = 0.
Montrons qu’il vérifie alors nécessairement
4 —>
va = (7. [5]) e @m=etw,

Yy Y

ce qui démontrera I'unicité d’une telle application.
4 —>

Soit V (W, V) = ({x} , {{}) € 2. Par définition de U, on a U = xé7 + yes. Donc par la linéarité a gauche du

Yyl Ly
produit scalaire, on a
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De plus, ¥ = x’e7 + y’es. Donc par linéarité & droite du produit scalaire,

(W|V) =z (ellr'er +y'ed) +y (esla'er + y'ez) = wa’ (e1]er) + wy’ (ellez) + 2’y (e3]eq) +yy' (ezlez) -

[l
=
&

|

(@]

)

]

=

o

Or par hypothese, (e1le7) = (es]es) =1 e

De plus, par symétrie, (e3]e7) = (e1]es) = 0. D’ou

=
<y

Ezistence. On vérifie que 1’application donnée par (
positive. EXO'!

Exemple 8 :

1. Montrer que 'application (-|-} : R™ x R” — R définie pour tout X = (z1,...,2,)
et tout Y = (y1,...,yn) par (X|Y) = z1y1 + - - - + ZpYn est un produit scalaire sur
R™.

2. Montrer que l'application (-|-) : € ([0;1]) x € ([0; 1]) — R définie pour tout (f,g) €
% ([0;1])* par (flg) = fol f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur € ([0; 1]).

3. Soit (©2,P). Montrer que l'application (-} : .# (,R) x % (Q,R) — R définie pour
tout (X,Y) € .Z (Q,R)? par (X|Y) = E (XY) est un produit scalaire sur .% (Q, R).

Soit (@, 7) € 2. On dit que les vecteurs @ et ¥ sont orthogonaux si et seulement si

(@|T) = 0.

Exemple 9 : Les vecteurs e; = (1,0) et e = (0,1) sont orthogonaux. Les vecteurs U (5,—8) et ¥ (2,5/4) sont
orthogonaux.

I1.2 La norme euclidienne

_ )

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (:|-). On appelle norme euclidienne de E, notée |-||
I'application définie par

Il E—=Ry

\ J

Remarque 10 : Comme (:|-) est un produit scalaire, par définition, l’application (-|-) est positive. Donc pour tout
x € E, (z]x) > 0. Donc la racine carré de (z|x) existe bien et ||-|| est bien définie sur E et est notamment positive.

_ h

Soit E un R-espace vectoriel et ||-|| une norme euclidienne sur E. On a les propriétés suivantes
1. Positivité. Pour tout « € E, ||z| > 0.

2. Définie/Séparation. Pour tout z € E, on a ||z|| =0 = = =0g.
3. Pseudo-linéarité. Pour tout x € E et tout A € R, ||Az| = |\ ||z
2 2 2
4. Pour tout (z,y) € E?, ||z +ylI” = [l=]” + 2 (zly) + [ly|I"-
5. Pythagore Pour tout (z,y) € E2, si & et y sont orthogonaux alors ||z + y||> = ||z|* + ||ly|*.

4/23
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Démonstration.
1. Cf la remarque précédente.
2. Soit z € E. Si ||z| = Og, alors \/(z]z) = Og i.e. (x|z) = Og. Or (-|-) est un produit scalaire et donc cela implique
que z = 0p.
3. Soient x € E et A € R. Alors

IAz| = \/()\ x| Azx) = \/)\ (x| A x) par linéarité d gauche du produit scalaire
= /A% (z]x) par linéarité o droite du produit scalaire

= V¥ Gala) = ]l
4. Soit (z,y) € E?. Par bilinéarité du produit scalaire,
lz +ylI* = (@ + yle +y) = (zle) + (zly) + (ylz) + (yly) .
Par symétrie du produit scalaire, (y|z) = (z]y) et donc
Iz +yl* = {wlx) +2 (xly) + (yly) = lall* + 2 (zly) + Iyl

5. Découle immédiatement de la définition de 1'orthogonalité (x|y) = 0 et du point précédent !

Soit (z,y) € E%

1. Identité du parallélogramme.

2 2
_ Nz yl” + = =yl
5 .

2 2
l]1™ + Nyl

2. Identité de polarisation.

2 2
(zly) = = + ; lz —ylI”

\

Démonstration. Soit (z,y) € E2. Par la proposition précédente,

2 2 2 2 2 2
o4yl +lle —yll” _ [lel” + 2 (=ly) + lyll” + l[=]]” = 2 (ly) + llyll 1l + Iy
2 - 2 -

Procéder de méme pour le second point. 0

Pour tout (x,y) € E?, on a
[(zly)| < llzll flyll-

Démonstration. Soient (x,y) € E2. Pour tout ¢ € R, d’aprés la proposition [I1.5]
2 2 2 2 2
& + tylI* = ll=lI” + 2 (z[ty) + [Ityl|” = ll=]I” + 2¢ (xly) + [lylI” £

Donc la fonction polynomiale ¢ — ||z]|* + 2t (x|y) + [|y||” > est toujours positive sur R (car vaut ||z + ty]|*). Son
discriminant est donc négatif :

2 2 12 2 2, 112 2 2 112
A= (2(zly)” —4llz"lyll” <0 & Afzfy)” -4zl vl <0 e (aly)” <l vl

En passant & la racine carrée (et puisque les normes sont positives) on obtient le résultat voulue.

Pour tout (z,y) € E?, on a
2+ yll < ll=ll + [lyll -

/23



c
fell | =
tret mpot Yoaeres Mathématiques PTSI, Chapitre XXVI 2023-2024

Démonstration. Soit (z,y) € E2, on a
2 2 2
lz +yll™ = ll=l]” + 2 (=[y) + [lylI” -
Or par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 2 (z|y) < |2 (z]y)| < 2||z| ||y||. D’ot,
2 2 2 2
e +yll™ = ll=lI” + 2 l=[ Iyl + lyI” = (]l + llyl)”-

En passant a la racine carrée (et parce que les normes sont positives) on obtient le résultat souhaité.

_ h

1. Soit @ = Eﬂ € ?.0na

12l = V&> + 2.

2. Soit (A(xa;ya),B(zp;ys)) € 22 Ona

AB = H’ﬁH = V(@5 —xa)* + (yp — ya).

\ J

Démonstration.

1. Par définition de la norme et la proposition [[I.2]
17| = \/(Z|2) = Vaz +yy = Va2 + ¢

2. Puisque AB=B - A= {ZB B ZA} , la formule se déduit du point précédent.
B — YA

Remarque 11 : Si (r,0) € R% x R sont les coordonnées polaires de M dans le repére « canonique » , alors
q b +

OM = [OH] = e}l = VAT 5 = co @) & r2si? 8) = v

—
Soit ¥ € &. On dit que % est un vecteur normé ou unitaire si et seulement si sa norme euclidienne vaut 1 :

I1.3 Déterminant

_ )

Soit n € N*. Il existe une unique application, appelée déterminant, notée det de (R?)" = R™ x --- x R” dans R
—_——

n fois

telle que

1. det est n-linéaire i.e. linéaire par rapport a chaque colonne : pour tout i € [1;n], et tout (C1,...,Cy,C}) €
(R™)™*! et tout (A, p) € R2,

det(C’l,...,AC'i—1—/10{,...,0”) :/\det(Cl,...,Ci,...,Cn)+udet(Cl,...,C’{,...,Cn)
2. det est alternée : pour tout (i,7) € [1;n], i # j, et tout (C1,...,C,) € (R™)",
det(Cl,...,C’i,...,C’j,...,C’n) :—det(C’l,...,Cj,...,C'i,...,Cn) Cz (—)Cj.

3. Soit € la base canonique de R™. On a det (¢) = 1.

/23
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Remarque 12 : A partir de cette définition, on définit le déterminant sur .4, (R) comme étant le déterminant des

1 4 2 1 4 2
vecteurs colonnes de la matrice considérée : si A= —6 9 —3 |, alors det (A) = det —61,1(9], (-3
0 2 5 0 2 5

_ A

Soit (u, V) = ({ﬂ ) B}) € . On a alors

det (7, 7) = * ©

4

notation

‘zad—bc.

\ J

Démonstration. Par linéarité par rapport a la premiere variable,

9= ], () o 5 94 - ] ) e (1)

De méme par linéarité par rapport a la seconde variable,

o= () s 3] 1) (33 st () 2)

Or puisque det est alterné, det (Ll)} , Lﬂ) = ({ } , Lﬂ) C1 < C5. Donc det (B} , Lﬂ) = 0. De méme,

R ) R

det (@, V) = (ad — be) det <L1)} , {ﬂ) :

1

0} , {(ﬂ , par définition du déterminant, det (¢") = 1. Finalement, on a bien

Enfin en posant € = {

det (@, V) = ad — be.

On rappelle que @ et T sont colinéaires si et seulement si @ = 0 ou s'il existe A € R tel que T = \ .

—> —>

=
Soient (U, V) € £2. Les vecteurs U et U sont colinéaires si et seulement si

det (¥, V) = 0.

. 7 . . -
deux vecteurs sont colinéaires. Premier cas, ¥ = 0. Alors, z = y = 0.

. . . x _, ’
Démonstration. Soient w = { } et v = L/

det (0,%) =ay —ya’ =0-0=0.
Second cas, il existe A € R tel que ¥ = A4 i.e. ¥ = Ay et 2’ = Ax. Donc
det (U, 7)) = zy —ya’ = Aoy — Ayx = 0.
Réciproquement, si det (7, V) = xy’ — yz’ = 0. R
Premier cas, x = 0, alors y2’ = 0. Premier sous cas, y = 0 et alors @ = 0 et donc ¥ et ¥ sont colinéaires. Second
y

sous cas, iy # 0 et 2’ = 0. Dans ce cas, U = L(/)/} :%Lﬂ =\7 avec \ = y/

Deuxiéme cas, ' = 0, par symétrie des hypothéses sur U et

Troisiéme cas, x # 0 et 2’ # 0. Alors ¥ = % { } = % {

on en déduit & nouveau que U et v sont colinéaires.

—
v

’
}—)\Uavec)\za;.

O
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lI

Soit (@, V) € 2. On appelle produit mixte du plan de @ et ¥, noté [@, U], le réel [u, U] = det (U, V).

.
_ )

. — —> —_’2 9 —> — . » . . .
Soit (U, V) € &2. On dit que les vecteurs u et U sont orientés dans le sens direct si et seulement si

det (¥, ) > 0.

\ J

Remarque 13 : On admet que si ¥ et ¥ sont orientés dans le sens direct, alors on passe de ¥ & U dans le sens
trigonométrique.

Dessin :

IIT Repéres/bases orthonormés directs

_ )

Soient O € & et (7, ) € P2 une base de 2.

—

e On dit que & = (_: 9 ) est une base orthonormée directe si et seulement si

—

=
1. Les vecteurs ¢ et j sont normés,

—

-+

2. Les vecteurs 7 et 7 sont orthogonaux, <7‘7> =0.

—>

3. Les vecteurs 7 et 7 sont orientés de sens direct, det (7, J ) > 0.

e On dit que Z = (O; 7, 7) est un repére orthonormé direct si et seulement & = (_), 7) est une base
orthonormée directe.

\

_ h
—

Soit #1 = (O; 7, 7) un repeére orthonormé direct de Z2. Le repere %2 = (A; U, U) est orthonormé direct si et

seulement §'il existe 6 € [0; 27| tel que

{T[:co s(0) 7

7 +sin(6) 7
T=—sin(0) 7 +

+ cos (6) 7

Dessin :

Démonstration. (=) Soit %> = (A4; W, V) un repére orthonormé direct. Démontrons l'existence du réel 6. Soit
(r,0) € R% x [0;27] les coordonnées polaires de @ dans le repére 2 :

—

T =rcos(0) 7 +rsin(0)].

/23
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Par hypothése, U est normé donc
12 — |2 - — |2
1=|u|" = Hrcos(@) i H +2 <rcos(6‘) i ‘rsin(ﬁ) j> + Hrsin 0) 5 H
Donc par la bilinéarité du produit scalaire,
— |2 —| -2
1 =r?cos? () H i H + 272 cos () sin (6) <z )]> + 72 sin? (0) Hj H

—|2 -2 —|—>
Or || i H = H] H =1let <z ‘j> = 0 car le repére #; est orthonormé. D’ou,

1 =r?cos? (f) + r*sin? () = r*.

r > 0, conclusion, r =1 et N R
% =cos () i +sin(6) j.

De méme, il existe 6’ € [0; 27[ tel que R R
T =cos(#) i +sin(¢)j.
De plus @ et ¥ sont orthogonaux. Donc, par bilinéarité du produit scalaire,
0 = (¥|7) = cos () cos (¢) <7‘ 7> + cos (6) sin (6") <7’7> + sin (#) cos (8") <7‘ 7> + sin (0) sin (6') <7'7>
= cos () cos (0") + sin (#) sin (¢") .
On reconnait une formule de trigonométrie, donc,
cos (0 — 0) =
D’autre part, par bilinéarité du déterminant,
det (@, ) = cos (#) cos (¢) det (7, 7) + cos (#) sin (¢') det (7, 7)
+ sin (0) cos (8') det (7, 7) + sin (0) sin (') det (7, 7)
= (cos (0) sin (¢) — sin (6) cos (0)) det (7, 7)
= sin (¢’ — 0) det (7, 7) .

—

Or par hypothése %, et %, sont deux repéres directs donc det (¥, T) > 0 et det (z , j) > 0. Par conséquent,
sin (0" — @) > 0 et puisque cos (¢" — ) = 0, on en déduit qu'il existe k € Z, tel que 0'—0 = T +2kn = 0’ = 045 +2kT.
Donc

cos (0") = —sin (9) et sin (0") = cos () .

Et finalement, N N
U =—sin(f) i +cos(f) j.

Réciproquen_lgnt, en utﬂisant les proprié@? de la norme, du produit scalaire et du déterminant, on vérifie que si
U =cos(f) i +sin(f) j et ¥ =—sin(0) i +cos(f) j alors (U, V) est une base orthonormée directe. 0

Remarque 14 : En gardant les notations de la proposition, on observe que

mat (7 7) (&, 7) = (Z?I? ((Z)) ;E?(é?) '

Cette matrice est la matrice de rotation d’angle . Rotation qui permet de passer de la base <7, 7) a la base (U, V).
En l'inversant, on obtient également que

- 3») _ ( cos(f) sin (9)) ]

mat(, ) ( b —sin (0) cos ()

Tout cela est trés cohérent car l'on obtient par parité/imparité du cosinus/sinus la matrice de rotation d’angle —6
qui est bien la rotation pour passer de (¥, 7) a ( i, j).
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_ h

—

Soient ( 1,7 ) € % une base orthonormée du plan et @ € 2 un vecteur. Alors les coordonnées cartésiennes (z,9)

de @ dans ( , ) sont données par

\

Démonstration. Par définition, @ = z7 + y? Donc

‘_') =z %‘7> +y <7’_> par linéarité
=x car (7, 7) est orthonormeée.

De méme pour <17‘7>

IV Expressions des opérateurs vectoriels
IV.1 En base orthonormée quelconque

Soit # = (?, 7) € 22 une base orthonormée de 2. Soient 0,7 € % deux vecteurs du plan et (x,y) € R?,
(2',y") € R? les coordonnées cartésiennes de @ respectivement de ¥ dans la base %. Alors

1. (T|V) = za’ + yy'

2. 7] = va® + ¢

3. si de plus A est orientée dans le sens direct : det (W, V) = xy’ — ya'.

J

\

Démonstration. Notons € = (e7, _C;Q) la base canonique de R2. Supposons Z est une base orthonormée directe. On
sait alors qu'il existe # € R tel que ¢ = (cos () ,sin (0)) et 7= (—sin (), cos (). Donc, par la formule X = PX’,

maty (U, V) = maty (#B) matg (U, V)

(o wi)G W)
= (o) T vem®) i+ emid)

De 14, on en déduit les calculs qui suivent.
1. Pour le produit scalaire,
(U|V) = (zcos (0) — ysin (0)) («' cos (0) — ' sin (0)) + (zsin (6) + y cos (0)) (2" sin (0) + 3’ cos (6))
= z2’ cos® (0) — (z/ + 2'y) cos (0) sin (A) + yy' sin? ()
xx' sin’ (0) + (zy’ + 2'y) cos (0) sin (/) + yy' cos? ()
=uxz’ +yy'.
2. Pour la norme, d’apres le point précédent,

1] =/ (E[T) = Var +yy = Va* + .
3. Pour le déterminant/produit mixte,
xcos(f) —ysin(0) a'cos () — y " sin (0)
xsin (0) 4 y cos (9) ' sin (0) + y' cos (6)
= zy’ cos? () + (2’ — yy') cos (#) sin (0) — x'y sin? ()
— [2"y cos® (0) + (mx —yy') cos (0) sin () — 2y’ sin® (6)]
=azy —2y.

det (¥, 7) =

10/23
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cos(f) sin(0)
sin () —cos (6
cependant le point 3 retourne 'opposée : det (4, T) = — (zy — 2'y).

Si # est orthonormée indirecte alors, maty (#) = ( )) On obtient alors toujours les points 1 et 2,

O

IV.2 Formulation géométrique

Soient (¥, ¥) € 22 deux vecteurs du plan. Alors
L (@|7) = 2| | 7| cos (¥, D)

2. det (4, V) = ||Z]| ||| sin (&, ¥)

, . . - , . - . - - 7 L.
Démonstration. Si 7 = 0 le résultat est immédiat. Si @ # 0, on pose i = ”—%H On vérifie alors que

—

1= ) = g =

1 = —_— = — = .
I 1172

Autrement dit 7 est normé. Donc comme vu précédemment, en notant (e7,es) la base canonique de R?, il existe
0 € R tel que

T = cos(0) e +sin () &.
On pose alors 7 = —sin (A) e1 + cos (0) €3. D’apres ce qui précede, (7, 7) est une base orthonormée. Soit r’ =€ R*.

et ' € R des coordonnées polaires de ¥ dans la base (7, 7)

1. Pour le produit scalaire, on a
(@7) = (lul 7]# cos (0') 7 + ' sin (') 7))
= Jluf| " cos (¢) <7‘7’> + |Jul| ' sin (6) <7’(7>
= ||ul| 7 cos (¢'),
car (7, 7) est orthonormeée. De plus, ' = || 7| et #' = (¥, ¥). D’on
(@|7) = 12 [ 17| cos (W, 7).
2. Pour le produit mixte,
det (7, V) = det (||uH T, cos (0') 7 +r'sin (0') 7)
[lu]l 7" cos (6")
0 r'sin(8)

= ||ul| v’ sin (¢") .

-> - .
car (2 , ] ) est orthonormée

Comme 7’ = || V]| et ¢ = (¥, V), on conclut de méme que
det (7, 7) = [|Z|| | 7| sin (T, 7).
(I

—

Exemple 15 : Soit ¥ € &* un vecteur non nul, A € &. On note Z = A + ¥ la droite passant par A de vecteur
directeur 2. Pour tout k& € R, on pose

%:{Meﬂ‘<ﬂ"m>:k} et Q;Z{Me@‘det(ﬁ,fﬁ)zk}.

On appelle Z;, la ligne de niveau d’ordre k de la fonction M — <1’[’m> et 7, celle de M +— det (U, m)

1. Déterminer 2, et Z).
2. Montrer que Zj, est la droite orthogonale a la droite & passant par B = A + k

-

_w
| -
1]

11/]23]
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3. Montrer que Z;, est la droite parallele a la droite & passant par B = A + ﬁ?f oll U est le vecteur tel que
(u, V) forme une base orthonormée directe.

-

Soit @ € 2 un vecteur unitaire. Pour tout ¥ € ﬁ, on appelle projeté orthogonal de @ sur € ou sur la droite
Vect (€) le vecteur

—> |\ —>
(Z|€) €.
Te POiS ETRE CoMPLETEMENT
ABRUT! PoUR VENIR [Cl DANS
LA TANIRRE U SCORPION.
Dessin :
- LA el s pa— = . . — d
Remarque 16 : ATTENTION, e doit étre unitaire. Si v # 0 n’est pas unitaire, on le normalise en posant e = =T

Le projeté orthogonal de u sur ¥ est alors donné par

— — —>|—>
<ﬁ|€>3—<ﬁ ”> v _ )5
_(w| N T

17N/ 170 1z)°?

Soit € € 2 un vecteur unitaire. Soit @ € P et notons pz (@) le projeté orthogonal de @ sur €. Alors, ¥ — pz (U)
est orthogonal & €.

Démonstration. On a les égalité suivante dans R,

(T = pe (D)[€) = (W|€) - (pz (V)[€)

= (u]€) - {(|e) €|e)

= (u]€) — (U|2) (€]€)

= (u|e) — (d|¥) car € est unitaire.

=0.

|
Remarque 17 : On a les égalités suivantes :
lpz (@) = 17| lcos (€, )| et [T —pe (W)| = ||| |sin (€, )]
En effet, par définition,
lp= ()| = [IKZ1€) €l = [(@[E)| 1€l = [T €] [cos (€, @) €]l = 1] |cos (€, )] -

Puisque pz (@) et @ — pz (U¥) sont orthogonaux, par le théoréme de Pythagore,

—12 — — —>\ (12 — —>\ (12 —>\ (12

[4)" = 1w —pz (W) +pz (W)[|” =¥ —pe (W)]" + lpz ()]
Donc par ce qui précede,

T —p=o (D) =T = T cos? (B, T) = ||Z|*sin2 (T, ).

17 —pz (D))" = 2] : :
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Soient (¥, 7) € 2 deux vecteurs du plan et ABC'D un parallélogramme engendré par ces deux vecteurs (A un
point quelconque de , B=A+ 4, D=A+ 7 et C=A+ 4+ 7). On note #spcp aire du parallélogramme
ABCD. Alors on a

|det (Tl,), T}))| = bQ{ABCD-

Dessin :

D_é)monst_r)ation. Soit H le projeté orthogonal de D sur A—B), le point H tel que AH soit le projeté orthogonal de
AD sur AB ou encore tel que
AB? [

ey

AH =

Alors [DH] est une hauteur du parallélogramme et HD =7 —pz (V). D’ou
Fapep = base x hautewr = HD x AB = |HD|| |AB| = | & - pz (@)1 |71

D’apres la remarque précédente,

Aapep = ||Vl |sin (F, D)| [T = |det (7, T)|.

Soit ABC' un triangle du plan. Alors
1 —
Fase = 5 ‘det (AB,AC’)‘ :

V Equations de droites, de cercles
V.1 Equations de droites

_ A

Dans un repére %, on considére D la droite passant par le point A (z4,y4) et de vecteur directeur @ (o, 8). Alors,

Jter, [FT%ator |
y=ya+pt

D= A+ Vect (W) = {M(may)

. T=x4+at , , . P
Le systeme { A+ Bt , t € R est appelé représentation paramétrique de D.
Yy=ya

\ J

_ )

Soient D une droite, % un vecteur directeur de D et 7 un vecteur du plan. On dit que 7 est un vecteur normal
a D si et seulement si 7 est orthogonal & @, (77|u) = 0.

\ J

Remarque 18 :

13/23
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1. La définition est cohérente au sens ot elle ne dépend pas du vecteur directeur choisi. Si ¥ est un autre vecteur
directeur de D, alors ¥ est colinéaire & ¥ : il existe A € R, ¥ = A u. Donc

(R|T) = (RAT) = A (R|T) = 0.

-
2. Soient D et D’ deux droites et U, respectivement u’, un vecteur directeur de D, respectivement de D’.
—
U

— —
o D | D' siet seulement si ¥ et v’ sont colinéaires si et seulement si det (1_[, u’ ) =0.

Jy =o.

_ A

Soit D une droite. Alors il existe (a,b,c) € R3 tel que

-
e D 1L D sietseulement si @ et u’ sont orthogonaux si et seulement si <1_[

D={M(z,y) |ax+by+c=0},

L’équation ax + by + ¢ = 0 est appelé représentation cartésienne de la droite D.
De plus 7 (a,b) est un vecteur normal & D.

\ J

= at —
Démonstration. Soit At , t € R une représentation paramétrique de la droite D. Alors w = {a} est
y=ya+pt s
un vecteur directeur de D et donc 7 = {—ﬂa} est un vecteur normal & D. Notons ¢ = S et b= —a,ona 1 = {Z} . De

plus A (x4,ya) est un point de D. Dés lors, pour M (x,y) € £, on a
MeD & AM et 7 sont orthogonaux
& <W’ﬁ’> =0
= (GolED =0
y—yal|lb
& a(x—x4)+by—ya)=0
= ax +by+ (—axa —bya) = 0.

Donc en posant ¢ = —ax 4 — bya. On obtient bien azx + by + ¢ = 0.
Réciproquement, si D = { M (z,y) | ax + by + ¢ =0}, avec (a,b) # (0,0). Soit A(x4,ya) € d un point particulier de

D (ce point existe car D non vide : par exemple, (—57 O) sia#0ou (O, —%) sinon). Alors on a

axs+bys+c=0

et donc ¢ = —ax s — bya. Posons a = b, § = —a et 1_[:{g},onobtientquepourM(z,y)eﬁ‘ona
MeD pa ax +by + (—axs —bys) =0
Aag a(@—za)+b(y—ya)=0
= —Brx—xz4)+a(y— =0 & det({x_xﬂ,{a}>:0
B( A) (y —ya) v—yal 18

& det (AM, W) =0
o AM et U sont colinéaires.

Conclusion, D est bien une droite (qui passe par A et de vecteur directeur ). O

Remarque 19 : Soient D et D’ deux droites d’équations cartésiennes respectivement ax+by+c = 0 et a’x+b'y+c’ = 0.

o D || D sietseulement si 7 (a,b) et ;(a’, b') sont colinéaires : det (ﬁ, 77) =0.

e D L D' siet seulement si 7 (a,b) et ﬁ(a’,b’) sont orthogonaux : <ﬁ’ 57> =0.

Exemple 20 :

14/]23]
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1. Soit D la droite d’équation cartésienne 2x + y — 3 = 0. Déterminer une équation paramétrique de D.

. . , : o r=1+2X . . , . -
2. Soit D la droite d’équation paramétrique { 1—> Déterminer une équation cartésienne de D.
Yy=—-1-=
3. Soient A (1,1) et B (—1,2). Déterminer un vecteur directeur, un vecteur normal, une équation paramétrique et
une équation cartésienne de (AB).
4. Soient A (0,1) et U (2,3). Déterminer un vecteur normal, une équation paramétrique et une équation cartésienne
de la droite passant par A et de vecteur directeur d.

5. Soit D la droite d’équation 2z — 3y + 1 = 0. Déterminer un vecteur directeur, un vecteur normal, une équation
paramétrique et un point de D.

_ )

Soient D une droite du plan et A € & un point du plan.

1. On appelle projeté de A sur D l'unique point H de D tel que AH soit normal & D.
2. On appelle distance de A & d le réel d(A,D) = AH = Hﬁ”

Soient D une droite du plan, A € & un point du plan et H le projeté de A sur D. Alors la distance de A & H est
la plus courte longueur entre A et les points de D :

d(A,D) = ]{/[ni% HWH
€

Dessin :

Démonstration. Soit M € D, M # H. Alors M H est un vecteur directe_ug de D, c’est méme par définition de H, le
projeté du vecteur M A sur D. On a alors vu précédemment que M H et H A sont orthogonaux. Donc par le théoréme
de Pythagore,

Par croissance de la racine carrée,

e —_ —2 —|2 — 2 —2
VA = [t + A = ||+ 74| A

] > ] - o120

Donc infyrep HAMH > d (A, D). Enfin cette borne inférieure est un minimum car est atteinte pour M = H € D.

_ h

1. Soit D une droite passant par B € & et de vecteur normal 7 € 2. Alors pour tout A € &,

)= KBHQ’W

2. Soit D une droite d’équation ax + by + ¢ = 0. Alors pour tout A (x4,y4),

_aza +bya + |

WA D) = e

\. J

Démonstration.

15/23
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1. Soit H le projeté de A sur D. Par la relation de Chasles,
(BA|)| = |(B + 7A|)| = | (B[ + (1)

Or B € Det H € D donc BH est un vecteur directeur de D (ou est un vecteur nul). Or 7 est un vecteur
normal & D donc <BH‘7{> =0et

(BA|7)| = |(HA|7)|.
De plus HA est orthogonal & D tout comme 72, donc HA et 7 sont colinéaires donc (m, 77[) =0 mod 7 et

|(BA|7)| = |(HAJ7)| = 1HANI 7] = d(4, D) |17

2. Si D a pour équation ax + by + ¢ = 0 alors 7 (a,b) est un vecteur normal & d et B (—<,0) est un point de D
(si a # 0 sinon choisir B (O, fg)). Donc par le point précédent,

(G
Ya bl/ | laxa+cH+byal

d(A,D) =

V.2 Equation de cercle

— A

Soit 2 (zq, ya) € & un point du plan et R > 0. Alors le cercle € de centre € et de rayon R est donné par

¢ ={ M@y | @20+ -y) = B}

L’équation (x — xQ)2 + (y— yQ)2 = R? est appelé I’équation cartésienne de €.

\. J

Démonstration. Soit M (z,y) € &. Par définition d’un cercle,

2
Me¢ & QM=R & |QM| =R & (@-20)+@y-w)’ =R

Exemple 21 :
1. Déterminer I’ensemble des points du plan tels que z? + 3% 4+ 4z + 2y + 1 = 0.
2. Déterminer I'ensemble des points du plan tels que 22 + 4y —z +y + 4 = 0.

Soient (A, B) € & et € le cercle dont un diameétre est donné par [AB]. Alors

%:{M69‘<W’W>:0}.

Démonstration. Notons (z4,y4) les coordonnées de A et (xp,yg) les coordonnées de B dans un repére orthonormé
Z. Le rayon de € est donné par

_AB \/(ﬂfB*xA)2+(yB*yA)2
2 2 '

Tandis que le centre 2 est le milieu de [AB] et a donc pour coordonnées

R

rp+Ta :y3+y,4
2 @ 2

16/23
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Donc par la propriété précédente, ¥ a pour équation

( CEB+CEA>2 ( yB+yA)2_ (zp —24)° + (yp — ya)®
o EIIAY (- =
2 2 4
;U2B—|—2:v,4x3 —l—xi
4

& 2 —x(zp+1a)+

2 2 2 2 2 2
yp +2yayB +y Th — 20BTA + 2% +yYp — 2YyBYA + ¥y
o' =y lys Hya) + A 7B At A

A 2 —z(rp+x4)+9° —y(yp +ya) + Tarp + yayp = 0.

D’autre part,
<AM‘BM> =((z —za,y —ya)|(x — x5,y —yp))

=(x—xa)(x—2zB)+ (y—ya) (y—ys)
:xz—x(xAerB)Jr:UAﬂCB +y2*y(yA+yB)+yAyB.

Donc par ce qui précede,
My €€ & <AM‘BM> = 0.

O

Exemple 22 : Soit ¢ le cercle d’équation (x — 1)2 + 12 = 2. Soit D la droite d’équation z + y — 2 = 0. Déterminer
Iintersection de & avec D.

VI Transformations du plan

VI.1 Rotation vectoriel dans le plan

Soit # € R. La rotation vectoriel ry est 'application de & dans & qui a tout vecteur ¥ retourne l'unique
vecteur 7y () de méme norme que ¥ et formant un angle 6 avec U :

llre (21| = [I2Z]] et (9 (7)) = 6.

Dessin :

Remarque 23 : Nous avions défini dans le chapitre 3 sur les complexes la rotation sur 2. Soient Q € & et ry o est
la rotation de & de centre €2 et d’angle 6. On a naturellement ’équivalence suivante

V(M,M')e 2? M = rpq(M) o QM = rg (Q—’M)
+
rotation affine rotation vectoriel

Soient 6 € R, ry la rotation vectoriel du plan d’angle 6 et % une base orthonormée directe de P, L’application
—>
rg € &L (32') est linéaire et

(6) —sin(9)
matg (rg) = <Zﬁf (9) ccs)s (9) ) ’

17/23
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Démonstration. On donnera ci-dessous les coordonnées des vecteurs dans la base %. Soit @ (x,y). On pose (1, a)
les coordonnées polaires de @ dans la base Z. Alors le vecteur ¢ (W) a pour coordonnées polaires (r,  + 0) dans .
Donc les coordonnées cartésiennes (x',%") de rg (U) sont

' =rcos (04 a) =rcos () cos (a) — rsin (0) sin (o) = x cos (#) — ysin (0)

y' = rsin (6 + ) = rcos () sin () + r cos («) sin (8) = y cos (0) + z sin (6)

Autrement dit,

— —>

7”9:@—)9

A HEST] e vt ] Gt Rt O T

Il est donc facile de voir que 7g est linéaire et sa matrice est bien

matep () = (05 0) 5 (0)).

O

Remarque 24 : La matrice de ry ne dépend pas de la base & orthonormée directe choisie! (mais elle doit étre
orthonormée directe).

_ h

Soient 8 € R, 7y la rotation vectoriel du plan d’angle 6 et & une base orthonormée directe de 2.

1. L’application 7y est un automorphisme.

2. L’application ¢ est une isométrie i.c. conserve la norme : V& € 2, |jro (2)| = || 2]
3. L’application r¢ conserve le produit scalaire : V (@, T) € P2, (rg (T)|ro (T)) = (T| D).
4. L’image d’une base orthonormée directe par ry est une base orthonormée directe :
ro () est une base orthonormée directe.
5. La matrice de ry dans une base orthonormée est une matrice orthogonale :
matg (rg) ' = matg (rg)” = matg (r_g).

\. J

Démonstration.

1. On a det (matg (r9)) = cos? (#) +sin? (§) = 1 # 0. Donc matg (rg) est inversible et donc 7¢ est un automor-
phisme.

2. Par définition de rg.

3. On a les égalités suivantes :

_ o (@) + g (D) — lirs () — o ()]

(ro (0)|re (7)) par l'identité de polarisation

4
—> —\ 12 — —\ (12
= lre (& + V) 1 lre (4 — @) par linéarité de rg
- 2 - =2
= Il + 7 1 I — ] par isométrie (le point précédent)
— (U|U) par 'identité de polarisation.

4. Par le point 1, 79 (%) est une base, par le point 2, les vecteurs de 7y (#) restent normés, par le point 3,
les vecteurs de 7y (%) restent orthogonaux et puisque det (matg (r9)) = 1 > 0, orientation de la base reste

inchangée.
O

Exemple 25 :
1. Déterminer la matrice de la rotation d’angle 7/4.
2. Les matrices suivantes sont-elles des matrices de rotation ?

A= (—%/2 \{%2) ’ b= (2\1//53/3 _21\;?,/3> ’ ¢= (2\1//53/3 2\1?3/3)

18/23
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V1.2 Projection orthogonale dans le plan

_ )

Soit U € :?7\ {(7} On appelle projection orthogonale sur Vect (@) I'application définie par

— —
pg L —> &
. N (W|0)d
Ui pg (V)= —5—.
lie!

—

Soit @ € ﬁ\ {6} La projection orthogonale pz sur Vect () est linéaire pz € & (@) En notant e; = W et e
un vecteur non nul orthogonal & @ défini par exemple par e3 = rz (e1), on a

10
mat(et,3) (Pﬂ)=(0 0)-

Dessin :

Démonstration. Le caractere linéaire de pz découle de la linéarité du produit scalaire. De plus (e7,é3) étant
orthogonale est une famille libre (EXO!). Comme elle est de cardinal 2 = dim (9), on en déduit que (e7,€3)
une base du plan. On a

est bien

@

PU(G‘_{)ZPU(U): TS U
]l
De plus,
(dlez) u

—>

car é; est orthogonal & e7 = U donc (e7]e3) = Og. De ces égalités on en déduit bien la matrice.

Remarque 26 :
1. La matrice donnée dans la projection n’est valable QUE dans une base (€7, €3) adaptée!

2. L’expression de pz ne dépend pas du vecteur directeur de Vect (@) choisi. En particulier, pz = p Zr

3. Une projection n’est pas une isométrie et ne conserve ni la norme ni le produit scalaire. Exemple ||pz (€3)| =
—>
0 # [lez]].
4. L’application p est un endomorphisme mais pas un automorphisme.

Exemple 27 : Donner la matrice de la projection orthogonale sur Vect ((1, 1)) dans la base canonique. Donner ensuite
sa matrice dans une base adaptée a la projection.

19/23
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Soit U € ﬁ\ {6} et M€ E’;\ {(7} un vecteur normal & ¥, % une base de Pet A= matg (pz). Alors
7 est un projecteur : pz o py = pgw i.e. A2 = A.
Et,
1. Im (pz) = Vect (W)
2. Ker (pz) = Vect (7).

Remarque 28 : On rappelle que comme pg est un projecteur : Im (pz) = {T)’ cP ‘ pz (V) = 1’)’}.

0 0

1. on observe que D? = D i.e. matz z) (pw © pw) = mat(z ) (pw). Donc pg o pw = pg. Par suite, A% = A.

Démonstration. Avec les notations de la proposition précédente, on pose D = mat s a2y (pz) = < 0). Alors

e1,e3)
2. Im (D) = Vect <B} , {8}) = Vect (Ll)} ) Donc Im (pz) = Vect (€7) = Vect (U0).

3. Soit T € Z de coordonnées (a,b) dans la base (e1,€3). On a

7 € Ker (pz) & D M = H & a=0 &

S
I
)

Par conséquent, Ker (pz) = Vect (e2) = Vect (7).
]

Exemple 29 : Vérifier que 'application p : (z,y) — (%2?’, @) est une projection orthogonale. Déterminer son
image et son noyau.

VI.3 Symétrie orthogonale dans le plan

_ )

Soit @ € ﬁ\ {6} On appelle symétrie orthogonale par rapport & Vect (@) I'application définie par

—> —>

sz P - X
> o _ T
v sy (V) =2—TF— -

2
172

Dessin :

Soient © € ﬁ\ {6}, sz la symétrie orthogonale par rapport & Vect (), pz la projection orthogonale sur Vect (7).
On a alors
sz = 2py —ldz.

20/123
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10
mat(e—f,e—a(sw):(() _1>-

Demonstratlon Puisque sz est la différence de deux applications linéaires du plan, sz est un endomorphisme de
%. De plus, par propriété sur les représentations matricielles, en notant ¢ = (e7, €3),

1 0 1 0 1 0
mate (sz) = mate (2pw — Idz) = 2mate (pw) — mate (Idz) =2 (0 O) - (O 1) = (0 _1) .
O

Remarque 30 : Comme pour la projection, cette représentation matricielle ne fonctionne que parce que la base est
adaptée a la symétrie.

_ h

Soient @ € @}\ {6}, sz la symétrie orthogonale par rapport & Vect (@) et % une base orthonormée directe de P,

1. L’application sz est un automorphisme.

. L’application sz est une isométrie i.e. conserve la norme : V¥ € 5” sz (D) = |7

w () = (@

. L’image d’une base orthonormée directe par s est une base orthonormée indirecte :

v>.

2
3. L’application s conserve le produit scalaire : V ( U, v’) c P? , <51—; (V)|s
4

sz () est une base orthonormée indirecte.

5. La matrice de sy dans une base orthonormée directe est une matrice orthogonale :

matg (s7) ' = matg (sz)’ = matg (sz).

Démonstration.

1 0
0 _1). Or det (A) = —-1#0,

donc A est inversible et donc s est bijective. Conclusion, sz est un automorphisme.

2. Soit T € P et (a,b) ses coordonnées dans la base €. Alors

1. Avec les notations précédentes, en posant ¢ = (€7, €3), on a A = maty (s7) = (

N a
maty (sz (V)= A4 LJ =
Donc, puisque la base € est orthonormée,

s (D)) = Va2 + (=b)* = Va2 + b2 = | 7|

3. Méme démonstration que pour la rotation en utilisant I'identité de polarisation, la linéarité et le point précédent :

EXO!
4. Par le point 1, I'image d’une base est une base, par le point 2, les normes sont conservées, par le point 3,
Porthogonalité est conservée et puisque det (A) = —1, Porientation est inversée.

5. L'égalité mats (s7) ' = matg (sz)’ = matg (s7) est immédiate si Z = % : A~ = AT = A. Donc, par un

théoreme sur la représentation matricielle, on en déduit que 311 = sy donc toujours par un résultat sur la

représentation matricielle pour toute base %, matg (sz) ' = mat (s7). On admet que si 2 est orthonormée,

alors matg (sz) est symétrique
(]
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Soit U € ﬁ\ {6} et M€ E’;\ {6} un vecteur normal & @, % une base de Pet A= matg (pz). Alors

sz est une symétrie : sz o sz = Idg i.e. A’ =1,.

Et,
1. Vect (@) = {U e ‘ sz (V)= U} = Ker (sz — Id3)
2. Vect (1) = {U e ‘ sz (V)= —U} = Ker (s7 + Id3).

Démonstration. EXO! 0

Exemple 31 :
1. Déterminer dans la base canonique la matrice de la symétrie sur Vect ((1,1)).

/2 V/3/2

2. Montrer que la matrice A = ( V32 -1/ 2) est la matrice d’une symétrie et déterminer son axe.
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David HILBERT (Konigsberg 1862 - Géttingen 1943) est mathématicien allemand. I
passe son enfance d Konigsberg ot il rencontre le mathématicien Minkowski. Il étudie a
Uuniversité de la ville et obtient un poste d’enseignant a partir de 1884. Un an plus tard,
il décroche son doctorat. Il acquiert rapidement une notoriété internationale et devient
professeur a I’Université de Gottingen en 1895 jusqu’a la fin de sa carriére en 1930, et ce
malgré d’autres offres. Hilbert s’intéresse da tous les domaines des mathématiques, aussi
bien théoriques qu’appliqués. Il lui doit des travaux notamment en théorie des nombres,
sur les équations différentielles, en géométrie mais ausst en physique mathématique sur
le probleme des trois corps. Au fondement des mathématiques, il est un temps le chef
de file de la pensée que toute théorie mathématique se construit entiérement a partir
d’axiomes. Il apporte des nouvelles méthodes et des généralisations dans de nombreuz
domaines auxquels il donna une forte impulsion. Sa trés célébre présentation des 23
problémes du siécle qui restaient selon lui @ résoudre au Congrés de Paris en 1900 fut
et est encore de nos a l'origine de nombreuses recherches fécondes.

Toujours soucieux de généraliser, de trouver de nouvelles méthodes et de motiver la communauté mathématique,
Hilbert joua un réle fondamental dans le développement des mathématiques et reste probablement le dernier mathé-
maticien a avoir dominer toutes les branches.

Personnage entier, sa reconnaissance a travers I’Europe n’a été que favorisée par son ouverture sur le monde. 1l publie
en 1917 un éloge de Uillustre mathématicien francais Darboux. Critiqué par ses étudiants, il exige et obtient de leur
part une excuse formelle. Il assistera avec tristesse d la purge du nazisme montant qui expulse et provoque la fuite de
plusieurs de ses collégues. On raconte que Hilbert fut invité a un banquet pendant lequel le ministre nazi de l’éducation
lui demanda « Comment se trouve les mathématiques a Gottingen maintenant qu’elle est libre de linfluence juive 2 »
Ce d quoi Hilbert répliqua : « Des mathématiques ¢ Géttingen ? Il n’y en a plus guére ».

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel sur lequel est défini un produit scalaire. Lorsqu’il vérifie une
caractéristique particuliére (on dit qu’il est complet, ce qui est notamment le cas lorsqu’il est de dimension finie) alors
on dit que c’est un espace hilbertien.

« Certaines personnes ont un horizon de rayon nul et lappellent leur point de vue. ».

David Hilbert

Le mathématicien Gordan découvrant que Hilbert redémontre ses résultats mais par une méthode tellement plus rapide
et efficace s’exclama « Ce ne sont pas des mathématiques, c’est de la théologie! ». Plus tard, se plongeant d nouveau
dans les travaux de Hilbert, il rectifia « Je suis tout de méme convaincu que la théologie a elle aussi ses avantages... »

Bien que soucieux de sa pédagogie, Hilbert a la réputation d’étre cassant avec ceuxr qui peinaient a comprendre les
mathématiques. A la fin d’une de ses conférences, Hilbert se tourna vers son auditoire pour demander s’il y avait des
questions. Un doigt timide se leva :

« -Je n’ai pas trés bien compris ’avant-dernier théoréme...

-Ce n’est pas une question. »

11 savait cependant a contrario, mettre en exergue les qualités de ses étudiants. Un jour l'un d’entre eux lui proposa un
papier dans lequel il présentait une preuve de l'hypothése de Riemann. Hilbert est trés impressionné par la qualité du
travail mais y décele une erreur qu’il ne parvient pas a rectifier. L’année suivante, I’étudiant meurt tragiquement dans
un accident. Les parents connaissant la trés grande admiration que vouait leur fils a Hilbert, lui demande de prononcer
une oraison. Le jour de l'enterrement, les amis et la famille en deuil pleurent prés du tombeau sous une pluie et un
vent cinglants. Hilbert s’avance, ajuste ses lorgnons et déclare d’une voix grave : « Quelle tragédie de perdre un jeune
homme si doué avant qu’il n'ait eu le temps de montrer tout ce qu’il était capable d’accomplir. Mais malgré ’erreur
contenue dans sa tentative pour démontrer [’hypothése de Riemann, il est possible qu’un jour une solution du célébre
probléme soit découverte, en suivant les idées proposées par le défunt. » Aprés une pause solennelle, insensible a la
pluie et devant une assistance médusée, Hilbert s’enthousiasme : « En fait, considérons une fonction de la variable
compleze... »

Au début d’un cours, Hilbert s’étonne auprés de son assistant : « Cela fait plusieurs semaines que je n’ai pas vu
Monsieur Bosch, lui est-il arrivé quelque chose ? ». Ennuyé, l'assistant lui explique :« Il a renoncé aux mathématiques
pour s’engager dans des études de poésie. » Esquissant un sourire, Hilbert déclare alors « C’est une bonne chose, j’ai
toujours pensé qu’il n'avait pas assez d’imagination pour faire des mathématiques... »
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